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白噪声Wiener反卷积滤波器

邓自立, 张明波

(黑龙江大学 应用数学研究所,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要: 应用现代时间序列分析方法, 基于ARMA 新息模型提出了白噪声Wiener 反卷积滤波器。该滤

波器可统一处理滤波、平滑和预报问题,可用 ARMA 递推滤波器实现, 适用于石油地震勘探数据处理。

同多项式方法和 Kalman 滤波方法相比, 避免了求解 Diophant ine方程和 Riccati方程,减少了计算负担。

Bernoulli-Gaussian 白噪声反卷积的仿真例子说明了其有效性。
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White Noise Wiener Deconvolution Fil ters

DEN G Zi-li, ZH AN G M ing-bo

( I nstitute of Applied M athemat ics, Heilong jiang University , Harbin 150080, China)

Abstract : Based on the autoreg ressive m oving aver age ( ARMA) innovation model, the w hite noise W iener

deconvolution filters ar e pr essented by using the modern t ime series analysis method. T he w hite noise

filtering , smoothing and prediction problems can be dealt with in a unified fr amew ork. T hey can be

implemented via the ARM A recur siv e filter s and can be applied to data processing in oil seism ic

exploration. Compared wit h the polynomial method and Kalman filter ing m ethod, they avo id solving the

D iophantine equations and Riccati equat ions, so that the computational burden is reduced. A simulation

example for Bernoulli-Gaussian w hite noise deconvolution show s their effectiv eness.
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1　引　　言

　　估计动态系统输入白噪声,也称白噪声反卷积

问题, 它在石油地震勘探数据处理中具有重要的应

用背景 [ 1]。文献[ 1] 和文献[ 2, 3] 用 Kalman 滤波方

法和多项式方法求解该问题,分别要求解 Riccat i方

程和 Diophant ine方程。文献[ 4] 用现代时间序列分

析方法提出了在新息滤波器形式下的非递推白噪声

反卷积滤波器。本文则进一步提出在Wiener 滤波器

形式下的白噪声反卷积滤波器, 可避免求解 Riccati

方程和 Diophantine 方程, 减小了计算负担, 并可避

免计算新息,便于实时应用。

　　考虑线性离散随机系统

　 　　　x ( t + 1) = �x ( t) + �w ( t) ( 1)

　 　　　y ( t) = H x ( t) + v ( t ) ( 2)

其中, x ( t) ∈ R
n
为状态, y ( t ) ∈ R

m
为观测, w ( t) ∈
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R
r
为输入白噪声, v ( t) 为观测白噪声,都带零均值且
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 tj ( 3)

其中, E 为均值号,  tt = 1,  tj = 0( t ≠ j )。白噪声

Wiener反卷积滤波问题是:基于观测( y ( t + N ) , y ( t

+ N - 1) , ⋯) 求输入白噪声w ( t) 的Wiener反卷积

滤波器w
�( t� t + N ) ,它具有以观测 y( t+ N ) 作为输

入的传递函数阵表达式,且可表为ARMA递推滤波

器形式。对于N = 0, N > 0或N < 0,分别称其为反

卷积滤波器、平滑器或预报器。

2　白噪声Wiener反卷积滤波器

　　记 In为 n× n单位,由式( 1) 和( 2) 有

y ( t) = H ( I n - � q- 1 ) - 1� q- 1
w ( t) + v ( t) ( 4)

其中 q
- 1为单位滞后算子。引入左素分解

H ( In - �q- 1 ) - 1� q- 1 = A
- 1
C ( 5)

其中, A 和 C是多项式矩阵,形如 X = X ( q
- 1
) = X 0

+ X 1q
- 1
+ ⋯+ X nx q

- n
x, X i为系数阵, nx 为阶次; A 0

= I m, C0 = 0。将( 5) 代入( 4) 有随机系统

Ay ( t ) = Cw ( t ) + A v ( t ) ( 6)

这引出 ARMA新息模型

Ay ( t ) = D!( t) ( 7)

其中, D 是稳定的, D 0 = I m, 新息 !( t ) ∈ R
m 是零均

值、方差阵为 Q!的白噪声,且有等价表示

D !( t) = Cw ( t) + Av ( t ) ( 8)

D 和 Q!可用 Gevers-Wouters[ 5] 算法求得。

文献[ 4] 证明了白噪声反卷积新息滤波器

w
�( t� t + N ) = L N!( t + N ) ( 9)

LN = ∑
N

i= 0

( QwF
T
i + SG

T
i ) Q - 1

! q
i- N ( 10)

其中规定L N = 0( N < 0) ,且 F i 和 G i 有递推式

F i = - D 1F i- 1 - ⋯ - D n
d
F i- n

d
+ C i

G i = - D 1G i- 1 - ⋯ - D n
d
G i- n

d
+ A i ( 11)

其中规定F i = 0, i < 0, G i = 0, i < 0。相应的滤波误

差( w ( t) - w
�( t� t + N ) ) 的方差阵 PN 为

P N = Qw - ∑
N

i= 0

( QwF
T
i + SG

T
i ) ×

Q
- 1
! ( F iQw + G iS

T) ( 12)

故当N 增大时 PN 将减小,滤波精度将提高。

定理 1　白噪声Wiener反卷积滤波器为

w
�( t� t + N ) = L ND

- 1
A y ( t + N ) ( 13)

或

w
�( t� t + N ) = L NA

~
D
~ - 1

y ( t + N ) ( 14)

带如下右素分解

D
- 1
A = A

~
D
~ - 1 ( 15)

其中, A~ 0 = I m, D~ 0 = I m。或

w
�( t� t + N ) = D

- - 1
N L
-
NAy ( t + N ) ( 16)

带如下左素分解

D
- - 1
N L
-
N = LND

- 1 ( 17)

其中 D
-

N 0 = I r或为 ARMA递推滤波器

D
-

Nw
�( t� t + N ) = L

-
N Ay ( t + N ) ( 18)

或

detDw�( t� t + N ) = L NadjDA y( t + N ) ( 19)

且上述反卷积滤波器是渐近稳定的。

证明　由( 7) 和 D 的稳定性有

!( t + N ) = D
- 1
Ay ( t + N ) ( 20)

将其代入( 9) 得( 13) , 进而由 ( 15) 和( 17) 得( 14) ,

( 16) 和( 18)。将D
- 1 = adjD / detD代入( 13)得( 19)。

由 D的稳定性引出 D
~ 和 D

-
N 也是稳定的, 故上述滤

波器渐近稳定。(证毕)

定理 2　假如 ARMA 递推Wiener 反卷积滤波

器( 18) 或( 19) 所要求的初值( w�( t0� t 0 + N ) ,⋯,

w
�( t0 - n0� t0 - n0 + N ) ) 用( 9) 计算, 则由( 9) 和

( 18) 或( 19) 决定的w
�( t� t + N ) 在数值上是恒同的。

假如这些初值任意设置, 则由( 18) 或( 19) 决定的

w
�( t� t + N ) 渐近于由( 9) 决定的 w

�( t� t + N )。

证明　( 18) 或( 19) 是( 9) 的递推变形, 且由其

初值唯一决定。故其初值由( 9) 计算时, ( 18) 或( 19)

决定的 w
�
( t� t + N ) 在数值上恒同于( 9)。当其初值

任意设置时,由滤波器( 18) 或( 19) 的渐近稳定性引

出( 18) 或( 19) 渐近于( 9)。(证毕)

推论 1　对于单输出(m = 1) 系统, 有白噪声

Wiener 反卷积滤波器

Dw
�( t� t + N ) = L NA y( t + N ) ( 21)

　上述结果可推广到解决如下动态系统的输入白

噪声 w ( t) 的反卷积问题[ 6]

Ay ( t) = Cq
∀
w ( t ) + Av ( t ) ( 22)

其中, q为单位前进算子, qw ( t) = w ( t + 1) , ∀为整
数( ∀= 0, ∀> 0或 ∀< 0) ; A , C, w ( t) 和 v ( t) 同上。

　　推论 2　系统( 22) 有白噪声Wiener 反卷积滤

波器( 13) ～ ( 19) ,其中 A , D 和 !( t) 由( 7) 决定, 且
有

D!( t ) = Cq
∀
w ( t) + Av ( t) ( 23)

L N = ∑
N

i= - ( ∀∨0)
( QwF

T
i+ ( ∀∨0) +
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图 1　 Bernoull i-Gaussian白噪声 w( t) 和　　　　图 2　 Bernoull i-Gaussian白噪声 w( t) 和

Wiener 反卷积滤波器 w�( t�t)　 Wiener 反卷积平滑器 w�( t�t + 1)

SG
T
i+ ( ∀∨0) ) Q- 1

! q
i- N ( 24)

其中定义( ∀∨ 0) = max ( ∀, 0) , ( ∀∧ 0) = m in( ∀,
0) ; F i和G i由( 11) 计算,并将Ci和A i分别用C

-
i和A

-
i

代替, 且定义 C
- = Cq

( ∀∧0) , A- = Aq
( - ∀∧0)。规定当 N

< - ( ∀∨ 0) 时, LN = 0。

　　证明　可将 ∀> 0和 ∀< 0情形转化为 ∀= 0

情形,由定理 1即可证得。(证毕)

3　仿真例子

　　考虑单输入单输出系统

( 1 - 0. 9q- 1 ) y ( t) =

( 1 + 0. 5q- 1 ) qw ( t) + ( 1 - 0. 4q- 1 ) v ( t )

输入w ( t) 是 Bernoulli-Gaussian 白噪声[ 7]

w ( t) = b( t) g( t )

其中, b( t) 是取值为 0和 1的 Bernoulli白噪声, 取值

概率为P ( b( t ) = 1) = 0. 3, P( b( t) = 0) = 0. 7; g( t)

是零均值、方差为 #2g = 4. 24 的独立于 b( t ) 的

Gaussin白噪声。白噪声 v ( t) = 1. 5w ( t) + n( t ) , n( t)

是零均值、方差为 #2n = 0. 12 的独立于 b( t ) 和

g( t )的G aussian白噪声。可求得#2w= 1. 2 72, S =

1. 908, #2v = 2. 982,且 ARMA新息模型为

　　　　　( 1 - 0. 9q
- 1
) y ( t ) = D !( t)

其中 D = 1 + 0. 163 567q
- 1
- 0. 114 063q

- 2

#2! = 6. 691 054

　　 取 N = 0 和 N = 1, 由推论 1 可求得

Bernoulli-Gaussian白噪声Wiener反卷积滤波器和平

滑器为

Dw
�( t� t ) = L0 ( 1 - 0. 9q- 1 ) y ( t)

Dw
�( t� t + 1) = L1 ( 1 - 0. 9q

- 1
) y ( t + 1)

带 　　　　　　L 0 = 0. 190 105

L 1 = 0. 349 114 + 0. 190 105q- 1

　　仿真结果如图 1和图 2所示, 其中实线端点为

w ( t) , 圆点为w
�( t� t) 或w

�( t� t + 1)。由仿真结果可以

看出平滑器w
�( t� t + 1) 比滤波器 w

�( t� t ) 的精度高,
这与理论分析结果一致。Bernoulli-Gaussian 白噪声

是取非零值稀疏的高斯白噪声, 它在石油地震勘探

中具有重要的应用背景
[ 1]
。可用它来模拟油层反射

系数序列,为油层几何形状提供重要信息。
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