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具有执行器故障的不确定D elta 算子
系统鲁棒H ∞控制

向峥嵘, 陈庆伟, 胡维礼
(南京理工大学 自动化系,南京 210094)

摘　要: 利用H ∞控制方法,讨论了含有时变参数不确定性和执行器故障的D elta算子系统鲁棒可靠性

控制问题。通过将故障执行器输入视为能量有界的干扰信号,并利用H ∞范数与R iccati代数矩阵不等式

的关系,把系统鲁棒可靠性控制设计问题化为求解 R iccati不等式。所得结果可将连续系统和离散系统

的结果统一在一个框架中。
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Robust H ∞ Con trol of Uncerta in Delta Operator
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Abstract: The p roblem of robust con tro l fo r D elta operato r system s w ith param eter uncertain ties and

actuato r failure is discussed by using H ∞ con tro lm ethod. The output of faulty actuato r is assum ed to be an

arbitrary energy2bounded signal, and the design of robust reliable con tro ller is transfo rm ed in to so lving a

R iccati inequality by m eans of the relationsh ip betw een H ∞ norm and R iccati inequality. The p roposed

results can also un ify related results of con tinuous and discrete system s.
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1　引　　言

　　当采样周期很小时,若采用传统的 z 变换方法

进行离散化,将导致采样系统的所有极点都位于稳

定边界上,并且在有限字长的计算机中实现时,会引

起系统失去稳定性。此外,有限字长中还会引入非线

性,导致极限环振荡和死带。为此,M iddleton 等[1 ]和

Kann i[2 ]建议采用D elta 算子来离散化系统,这样既

避免了 z 变换方法引起的数值不稳定问题,又使得

传统的用于连续域的各类设计方法可直接用于离散

域设计。目前,有关D elta算子系统的研究已受到了

学者们的重视,并取得了许多研究结果[3 ]。

　　本文利用H ∞控制方法,研究由D elta算子描述

的具有执行器故障的时变参数不确定性系统鲁棒

H ∞ 可靠性镇定设计问题, 所得结果可将连续系统

与离散系统的有关结果统一起来,并给出在高速采
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样情形下离散控制器的实现形式, 避免了常规的 z

变换离散化方法可能带来的一些问题。

2　问题描述及预备知识

　　首先引入一些记号[1, 2 ]: ∆表示Delta算子,其定

义为

∆x ( t) =

d
d t

x ( t) ,　T = 0

x ( t + T ) - x ( t)
T

,　T ≠ 0

(1)

S
t2

t1

f ( t) d t表示连续情形的R iem ann积分与离散情形

的R iem ann 和,即

S
t2

t1

f ( t) d t =
∫

t2

t1

f ( t) d t,　T = 0

T ∑
t2öT - 1

k= t1öT

f (kT ) ,　T ≠ 0

(2)

以上式中 T 为采样周期。

　　有了上述记号,可考虑下列Delta算子系统

∆x ( t) = [A + ∃A ( t) ]x ( t) +

　　　　B u ( t) + Gv ( t)

z ( t) = Cx ( t) + D u ( t)

(3)

其中, x ( t) ∈R n为系统状态变量, u ( t) ∈R m 为控制

输入, v ( t) ∈ R q 为平方可积的外界干扰输入向量,

z ( t) ∈ R p 为控制输出向量,A ,B , G , C ,D 为具有适

当维数的已知常数矩阵,D TC = 0,D TD = R > 0,

∃A ( t) 为系统的时变不确定性, 且满足以下结构限

制

∃A ( t) = H F ( t) E

其中, H ∈R n×i和E∈R j×n是已知的常数矩阵, F ( t)

∈R i×j 满足 F T ( t) F ( t) ≤ I。

　　定义 1　令 Χ> 0为一预先给定的常数,对于

D elta 算子系统 (3) , 如果存在一状态反馈控制律 u

= - K x ( t) ,使得下列条件得到满足:

　　1) 当 v ( t) = 0时,闭环系统是渐近稳定的;

　　2) 在零初始条件下,对任意的干扰输入 v ( t) ∈

L 2 [ 0,∞) ,被控输出 z ( t) 满足

‖z ( t)‖2 ≤ Χ2‖v ( t)‖2

则称系统 (3) 在该控制器作用下是具有H ∞ 范数 Χ
鲁棒镇定的。其中‖õ‖2为L 2 [ 0,∞) 范数,其定义

为

‖v ( t)‖2 = S
∞

t= 0

vT ( t) v ( t) d t
1ö2

　　定理 1　对于D elta算子系统 (3) ,如果存在状

态反馈控制律 u = - K x ( t) 和正定对称矩阵 P , 使

得不等式

A T
c P + PA T

c + TA T
c PA c +

Χ- 2 (TA c + I ) T PB c ( I - Χ- 2TB T
c PB c) - 1 ×

B T
c P (TA c + I ) + C T

c C c < 0 (4)

　　　　　Χ2 I - TB T
c PB c > 0 (5)

成立,则系统 (3) 在控制器作用下是具有H ∞范数 Χ
鲁棒镇定的。其中 (A c,B c, C c) 是闭环系统的状态空

间实现。

　注 1　定理 1给出了连续系统与离散系统H ∞

范数 Χ鲁棒镇定设计结果的统一描述。在式 (4) 和

(5) 中,令T = 0,可得连续系统H ∞范数Χ鲁棒镇定
的条件为[4 ]

A T
c P + PA T

c + Χ- 2PB cB
T
c P + C T

c C c < 0 (6)

令 T = 1,A c + I = A c,可得离散系统H ∞范数Χ鲁
棒镇定的条件为[5 ]

　A T
c (P - 1 - Χ- 2B cB

T
c ) - 1A c - P + C T

c C c < 0 (7)

Χ2 I - B T
c PB c > 0 (8)

3　鲁棒H ∞可靠性控制

　　令 8 Α {1, 2,⋯,m }表示所有可能发生故障的

执行器集合, 8
-

表示 8 的补集。按此分类, 输入矩阵

B 和D 可分解为

B = [B 8
- 　B 8 ],　D = [D 8

- 　D 8 ]

状态反馈增益阵K , 权矩阵R和控制输入阵u可分

解为

K =
K 8

-

K 8
,　R =

R 8
- 0

0 R 8
,　u =

u 8
-

u8

　　令 Ξ表示 8 中发生故障的集合, Ξθ 表示 Ξ的补
集。当执行器发生故障时, 则由控制器 u =

uΞθ ( t)

uF
Ξ ( t)
和系统 (3) 构成的闭环系统为

∆x ( t) = [A + ∃A ( t) ]x ( t) + B ΞθuΞθ ( t) +

　　　　 (G　B Ξ)
v ( t)

uF
Ξ ( t)

z Ξθ ( t) = Cx ( t) + D ΞθuΞθ ( t)

(9)

其中, uF
Ξ ( t) 表示故障执行器输入信号, uΞθ ( t) 表示无

故障执行器输入信号。

　　假定故障执行器输入信号的能量有界,即属于

L 2 [ 0,∞) 范数有界的信号集合,这时可将故障输入

信号看作是类似于 v ( t) 的平方可积的干扰信号。本

文的目的是:构造一状态反馈控制律 u = - K x ( t) ,
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使得D elta 算子系统 (3) 在具有执行器故障 Ξ < 8
时,满足:

　　1) 当
v ( t)

uF
Ξ ( t)

= 0时,闭环系统是渐近稳定的;

　　2) 在零初始条件下,对任意的干扰输入 v ( t) ∈

L 2 [ 0,∞) ,被控输出 z Ξθ ( t) 满足

‖z Ξθ ( t)‖2 ≤ Χ
v ( t)

uF
Ξ ( t) 2

如果上述控制器存在, 则称系统 (3) 在该控制器下

是具有H ∞范数 Χ鲁棒镇定的。
　　如下定理给出了Delta算子系统 (3) 在时变参

数不确定性和执行器故障同时存在时, 鲁棒H ∞ 可

靠性镇定设计结果。

　　定理2　令Χ> 0为一预先给定的常数,对于存

在执行器故障 Ξ < 8 的D elta算子系统 (3) ,如果存

在一正定常数 ∆ > 0和正定对称矩阵 P , 使得下列

R iccati不等式成立

　 (TA + I ) T (P - 1 + TB 8- R - 1
8- B T

8- -

　Χ- 2T (GGT + B 8B
T
8 ) - ∆T H H T ) - 1 ×

　 (TA + I ) - P + ∆- 1T E E T + T C TC < 0 (10)

　P - 1 - Χ- 2T (GGT + B 8B
T
8 ) - ∆T H H T >

　TB 8- R - 1
8- B T

8- (11)

则系统 (3) 可以H ∞范数Χ鲁棒镇定。此时状态反馈
控制器 u = - K x ( t) 的增益阵为

K = R - 1B T (P - 1 + TB 8- R - 1
8- B T

8- -

Χ- 2T (GGT + B 8B
T 8 ) - ∆T H H T ) - 1 ×

(TA + I ) (12)

　　证明略。

　　注 2　定理 2将连续系统与离散系统的有关研

究结果[5, 6 ] 统一起来。分别令 T = 0及 T = 1,A + I

= A ,即可得到连续情形与离散情形的结论。

4　结　　论

　　本文在假定故障执行器的输入信号为平方可

积的干扰信号情形下,利用H ∞控制的思想,研究了

由D elta算子描述的具有时变参数不确定性和执行

器故障的系统鲁棒H ∞ 可靠性控制问题, 所得结果

可将已有的连续与离散形式的结果统一起来。并给

出在高速采样情形下离散控制器的实现形式, 避免

了常规的 z 变换离散化方法带来的一些问题。
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