
第 16卷 第 4期

Vol. 16 No . 4

　控　制　与　决　策

CONT ROL　AN D　DECISION　

2001年 7月

　 July 2001

　　文章编号: 1001-0920( 2001) 04-0415-05

一类Markov决策过程自适应决策的新方法
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摘　要: 提出一种计算效率高且能以任意给定精度实现决策近优的新方法。该方法的原理是根据要求

的决策精度对参数集进行有限分区,利用有偏极大似然估计器估计未知参数,并在决策过程中根据估计

参数所在的分区获得控制对 Markov 过程进行决策。
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Abstract : A new algo rithm fo r adaptive Markov Decision Process( MDP ) is proposed, which can achiev e

optimal decision with any desir ed accur acy . T he principle of the new alg orit hm is part itioning the

parameter set acco rding to the desired accuracy and using the policy r elated to the partition that the new

estimated parameter ex ists to make decision.
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1　引　　言

　　Markov 决策过程( MDP)是应用广泛的一种随

机决策过程。MDP 自适应决策是MDP 的一个重要

研究方向,它将自适应控制的基本思想引入随机决

策过程,考虑当 Markov 过程状态转移概率依赖于

未知参数时, 通过自适应决策使目标函数值趋于状

态转移概率已知条件下目标函数的最优值。

　　MDP 自适应决策算法可分为间接决策法和直

接决策法两大类。间接决策法[ 1～5]一般基于确定性

等价原理,即首先估计未知参数,将参数估计值视为

真实参数值; 然后计算相应的最优策略,对 Markov

过程进行决策。直接决策法
[ 6～8]
则无参数估计,直接

对 Markov 过程进行决策。

　　状态空间和控制集均有限的 Markov 过程是较

常见的一类 Markov 过程。文献[ 1, 4]研究了当影响

过程状态转移概率的未知参数属于有限离散参数集

时, 该类 Markov 过程的自适应决策。文献[ 5]则研

究了未知参数属于紧集时该类 Markov 过程的自适

应决策,并证明其自适应决策算法能实现决策最优。

由于每次完成参数估计后, 必须计算相对参数估计

值 Markov 过程的最优策略, 而参数集中有无穷多

个点, 因此自适应决策过程的计算量大, 算法效率

低。
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　　本文针对文献[ 5]的不足,对状态空间和控制集

均有限的MDP,提出一种计算效率高且能以任意给

定精度实现近优的自适应决策算法。其基本思想是

首先根据要求的决策精度,将参数集离散化为有限

分区,并在每个分区上选择一个代表该分区的参数;

然后利用有偏极大似然估计器估计未知参数,根据

所得未知参数所在的分区得到代表该分区的参数;

最后根据相对该参数 Markov 过程的最优策略进行

决策。由于参数集分区有限并且决策过程中所需的

策略在决策之前便可计算,因此极大地减少了决策

过程的计算量。

2　Markov决策过程模型

　　记 Markov 过程的状态空间和控制集分别为 X

和 U ,且 X 和 U均有限。不失一般性, 设X = { 1, 2,

⋯, �X � } , 其中 �X � 表示 X 中所有状态的个数。

Markov 过程的状态转移概率为{ p ( i, j , u, �0 ) } , 表示
在控制u下Markov过程状态从 i转移到 j的概率。其

中 �0∈ � 是影响Markov过程的未知参数, � 是已知
紧集。当控制为 u时, M arkov 过程状态从 i转移到 j

所产生的立即损失记为 c( i , j , u)。记 s = 0, 1,⋯时

Markov 过程的状态和控制分别为 x s和 us。以 �为参
数的 MDP,在策略  : X → U下的无界期望平均值

定义为

J (  , �) = lim
N→∞

1
N

E ∑
N - 1

s= 0

c( x s , x s+ 1,  ( x s) ) ( 1)

其最优值定义为 J
* (�) = m in

 ∈∑!
{ J (  , �) } ,其中! 是

所有策略组成的集合。称使 J (  �, �) = J
* ( �) 的策

略  �为最优策略。Markov 决策过程的目标是使无

界样本路径平均损失 lim
N→∞

1
N∑

N - 1

s= 0

c( x s , x s+ 1, us ) 最小。

由于�0未知,因此需要研究Markov过程的自适应决

策。

　　本文假定上述 Markov过程满足下列性质:

　　 1) 对于任意给定的策略 : X →U和所有( i, j )

∈X ×X , 存在正整数mi, j ,  和状态列 i = k1, k2 ,⋯,

km
i, j ,  = j , 当 t ∈ { 1, 2,⋯, mi, j ,  } 时, p ( kt, kt+ 1,

 ( kt) , �0 ) > 0总成立;

　　2) 对于所有( i, j ) ∈X ×X 和u∈U , p ( i, j , u,

�) 对 �连续。
　　假定条件 1) 和 2) 具有一般性。由条件 2) 有如

下引理:

　　引理 1
[ 5]　 对于任意给定策略  , J (  , �) 和

J
*
(�) 均是 � 上的连续函数。

3　近优自适应决策算法

　　对于第2节提出的Markov决策过程,本节给出

近优自适应决策算法如下:

　　1) 确定要求的决策精度 ∀> 0,设定参数估计

周期 m,要求 m≥ mi, j ,  + 1。

　　2) 根据给定决策精度 ∀划分参数集 �。由引理
1,对于任意�′∈ � , 存在以�′为中心的开集O � � ,
当 �∈ O时,‖J

*
(�) - J

*
(�′)‖ < ∀/ 2,且对给定

策略  ,‖J (  , �) - J (  , �′)‖ < ∀/ 2。由于 � 是紧
集,根据有限覆盖定理,总可将 � 分割成有限个开集
{ � j , j = 1, 2,⋯, q} , 使上述两个不等式在 � j 中成

立。在每个分区中取 �j ∈ � j , 可得有限集{�1, �2,⋯,

�q} , 并计算以�j 为参数 MDP 的最优策略 �j =  *
j 。

对于任意的 �∈ � j ,成立

‖J
* ( �j ) - J

* ( �)‖ < ∀/ 2 ( 2)

‖J
*
(  �, �j ) - J

*
(  �, �)‖ < ∀/ 2 ( 3)

　　3) 参数估计。对所有( i, j ) ∈ X × X 和 u∈U ,

定义

nt( i, j , u) =

1 + ∑
t- 1

s= 0
I ( x s = i, x s+ 1 = j , us = u) ( 4)

其中 I (�) 为集合的特征函数。对于任意�∈ � ,定义
　　　D

-
t(�) = exp( J * (�) ) - o(t) ×

　　　　　　　 ∏
( i, j )∈X×X , u∈U

p ( i , j , u, �) n
t
( i, j , u) ( 5)

要求D
-

t (�) 中 o( t )在#∈ ( 0, 1)时,满足0 < lim
t→∞

o( t )
t
#

< ∞,在 t = 0, m, 2m,⋯时,由 �
^

t = arg max
�∈�

D
-

t(�)

计算未知参数估计值 �
^

t ;在 km ≤ t < ( k + 1)m时,

取 �
^
t = �

^
km。这里的参数估计方法与文献[ 5] 的方法

完全相同。

　　4) 决策。由 t时的参数估计值 �
^

t 可得代表 �
^

t 所

在分区的参数 ∃t ∈ {�1, �2 ,⋯, �q} , 以及相应的最优

策略  ∃
t
。令决策策略  ( �, �

^
t) =  ∃

t
, 根据  ( x t, �

^
t)

计算控制u t =  ( x t , �
^

t) =  ∃
t( x t ) 对Markov过程决

策。这里的决策方法与文献[ 5] 中决策方法不同, 后

者需要先计算以 �
^

t为参数的MDP最优策略, 再据此

对 Markov 过程进行决策。

　　上述自适应决策算法的目的在于获得参数 ∃t,

然后根据 ∃t 进行决策。由于可事先确定所有的可能

策略{ *
1 ,  *

2 ,⋯,  *
q } ,因而在以后的决策过程中毋
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需计算策略, 从而提高了计算效率。

4　自适应决策算法性能分析

　　记自适应决策策略下的概率空间为( % , F, P) ,
其中 P 是相对以 �0为参数实际系统的状态转移概
率, F t 是由( x 0, x 1 ,⋯, x t) 生成的 &代数。一般而言,

x t(�) , ut (�) , �
^

t (�) 以及它们的复合都是随机变量,
即它们都是 ∋∈ % 的可测函数。在下面分析过程中,
将不显示地表示出这种关系。

　　定义 I (�) 为集合的特征函数。对于上面的自适
应决策方法, 已有以下一些结论[ 5] :

　　引理 2　存在 N 1 � % , P( N 1 ) = 0,当 ∋ � N 1

时, lim
t→∞

supJ * ( �
^

t ) ≤ J
* ( �0 )。

　　引理 3　存在 N 4 � % , P( N 4 ) = 0,当 ∋ � N 4

时,如果有策略 ( : X → U 满足

lim
t→∞

sup 1
t∑

t- 1

s= 0

I (  (�, �
^
s ) = ( ) > 0 ( 6)

则存在{ tk} 对所有( i, j ) ∈ X × X , lim
k→∞

p ( i, j , ( ( i) ,

�
^

t
k
) = p ( i, j , ( ( i) , �0 )成立, 且对每个 k,  (�, �

^
t
k
) =

( 。
　　上述引理的详细证明参见文献[ 5]。从证明过

程可以发现, 它们只与参数辨识方法有关, 而与控制

的具体形式无关。由于本文的参数辨识方法与文献

[ 5] 相同, 因此上述引理对本文的自适应决策算法

也成立。

　　根据前面的自适应算法, 由参数分区的有限性

可知存在  ∃* ∈ { �
1
,  �

2
,⋯,  �

q
} ,满足

lim
s→∞

sup
1
s∑

s- 1

t= 0
I (  ( �, �

^
s) =  ∃* ) > 0

由引理2,当∋ � N 4时存在{ tk} , 对所有( i, j ) ∈X ×

X , 有

lim
k→∞

p ( i, j ,  ∃* ( i) , �
^

t
k
) = p ( i, j ,  ∃* ( i) , �0) ( 7)

　　 定理 1　 当 ∋ � N 4 时, lim
k→∞

supJ (  ∃* , �
^

t
k
) =

J (  ∃* , �0)。

　　证明　由于策略 下MDP的无界期望平均损

失 J (  , �) 可表示为[ 4]

J (  , �) =

∑
x∈X

)( x ,  , �)∑
y∈X

p ( x , y ,  ( x ) , �) c( x , y ,  ( x ) )

( 8)

记 )(  , �) = [)( 1,  , �) ,⋯, )( �X � ,  , �) ] �X �×1,
)(  , �) 唯一且满足方程 )(  , �) = )(  , �) P(  , �) ,

其中 P (  , �) = [ p ( i, j ,  ( i) , �) ] �X�×�X �。当 ∋ � N 4

时, 由式( 7) 可得lim
k→∞

P(  ∃* , �
^

t
k) = P(  ∃* , �0)。设)*

是{)(  ∃* , �
^

t
k ) } 的任意极限, 则存在{ tk} 的子列{ tl } ,

满足

lim
l→∞

)(  ∃* , �
^

t
l
) [ P(  ∃* , �

^
t
l
) - I ] =

)* [ P(  ∃* , �0) - I ] = 0 ( 9)

由 )的唯一性得 )* = )(  ∃* , �0 ) ,再由)*
的任意性

得lim
k→∞

)(  ∃* , �
^

t
k
) = )(  ∃* , �0)。故

lim
k→∞

supJ (  ∃* , �
^

t
k
) =

lim
k→∞

sup∑
i∈X

)( i,  ∃* , �
^

t
k
) ×

∑
j∈X

p ( i, j ,  ∃* ( i) , �
^

t
k
) c( i, j ,  ∃* ( i) ) =

∑
i∈X

)( i,  ∃* , �0)∑
j∈X

p ( i, j ,  ∃* ( i) , �0) ×

c( i, j ,  ∃* ( i) ) = J (  ∃* , �0 )
(证毕)

　　 由于 J
*
(�0 ) 是参数为 �0 时的最优值, 因此

J (  ∃* , �0 ) ≥ J
* (�0)。

　　定理 2　记 N = N 1∪ N 4,当 ∋ � N 时

lim
k→∞

supJ (  ∃* , �
^

t
k
) ≤ J

*
(�0) + ∀

其中 ∀是给定的决策精度。
　　证明略。

　　由定理1和定理2知,存在0≤∗≤∀,使 J (  ∃* ,

�0 ) = J
* (�0) + ∗。

5　自适应决策误差分析

　　由于对 J
* (�0 ) 存在有界向量 w (�0 ) = [ w ( 1,

�0 ) ,⋯, w ( �X � , �0 ) ] �X �×1, 对任意 i∈ X 满足
[ 5]

J
* (�0) = ∑

j∈X

p ( i, j ,  �0( i ) , �0 ) [ c( i , j ,  �0( i) ) +

w ( j , �0) ] - w ( i, �0 )
其中  �0 是真实 MDP 的最优策略。因此定义

g ( i, u) = ∑
j∈X

p ( i, j , u, �0) [ c( i, j , u) +

　　　　w ( j , �0 ) ] - J
*
( �0 ) - w ( i , �0 ) ( 10)

用它表示在控制 u 下真实 MDP 的目标函数值及其

最优值之间的偏差。由定理 1 和定理 2知, 当  =

 ∃* 时 g( i,  ( i) ) ≤ ∀,因此  ∃* 是 ∀近似最优策略。
由 g(�, �) 定义,有

+ ( i) = {u: g ( i, u) ≤ ∀} ( 11)

+ = { :对所有 i∈ x , g( i,  ( i ) ) ≤ ∀} ( 12)

显然, + ( i) 是状态为 i时的所有 ∀近似最优控制, +
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是所有 ∀近似最优策略。
　　在式( 10) ～ ( 12) 的基础上,类似于文献[ 5] 中

定理 9的证明可得如下结论:

　　定理3　近优自适应决策算法下的控制{ut } 满

足

lim
t→∞

1
t∑

t- 1

s= 0
I ( u s∈ + ( x s ) ) = 1,　a. s. ( 13)

　　定理 3表明在自适应决策过程中,几乎所有的

控制都是 ∀近似最优控制。
　　定理 4　近优自适应决策算法下的无界样本路

径平均损失

lim
t→∞

1
t∑

t- 1

s = 0

c( x s , x s+ 1, u s) ≤ J
* (�0 ) + ∀,　a. s.

( 14)

　　证明　由 + ( x ) 的定义可知, 对所有 x∈X ,当

u∈ + ( x ) 时g( x , u) ≤∀。因此在近优自适应决策算

法下,由定理 3有lim
t→∞

1
t∑

t- 1

s= 0
g( x s , us ) ≤ ∀, a. s.。定义

　f s+ 1 = c( x s, x s + 1, us ) - J
* ( �0 ) - w ( x s , �0) +

　　　　w ( x s+ 1, �0 ) - g ( x s, u s)

易证E[ f s+ 1�F s ] = 0,因此{ f s+ 1, F s} 是鞅差列。由鞅

稳定定理[ 9] , 有lim
t→∞

sup
1
t∑

t- 1

s= 1

f s = 0, a. s. ,即

lim
t→∞

sup 1
t∑

t- 1

s= 0

c( x s, x s+ 1 , us ) - J
* ( �0) -

lim
t→∞

sup
1
t∑

t- 1

s= 0

g( x s, u s) +

lim
t→∞

sup
1
t
[ w ( x s , �0 ) - w ( x 0, �0 ) ] = 0,　a. s.

由 w ( x , �0 ) 的有界性易得式( 14) 成立。(证毕)

　　由于在 �0已知条件下,无界样本路径平均损失

最优值为 J
*
(�0 ) ,因此定理4表明,近优自适应决策

算法下的无界样本路径平均损失实际值与理想最优

值之差不大于 ∀。

6　仿真研究

　　 文献[ 5] 证明了自适应决策算法的有效性, 但

未给出应用实例。下面通过仿真比较[ 5] 和本文提

出的自适应决策算法的性能。这里称[ 5] 中算法为

Kumar 算法。

　　仿真研究的未知MDP如下:状态空间 X = { 1,

2} ,控制集 U = { 1, 2, 3, 4, 5} ,立即损失 c( i, j , u) =

1 2 + ( 2- i ) ( 7 . 8 - 0. 3u - 6 j ) 。状态转移概率

{ p ( i , j , u, �) } 未知, 但有

　　　p ( 1, 2, 1, �) = p ( 2, 1, 5, �) =
　　　0. 01( - 2. 79�2 + 4. 8�+ 93. 76)

　　　p ( 2, 2, 1, �) = p ( 1, 1, 1, �) =
　　　0. 01( 1. 98�2 - 0. 58�+ 0. 60)

　　　p ( 1, 1, 2, �) = p ( 2, 2, 4, �) =
　　　0. 01( 1. 79�2 - 0. 31�+ 3. 24)

　　　p ( 2, 2, 2, �) = p ( 2, 2, 3, �) =
　　　0. 01( 1. 878�2 - 0. 21�+ 2. 64)

　　　p ( 1, 1, 3, �) = p ( 1, 2, 5, �) =
　　　0. 01( 1. 74�2 + 0. 77�+ 5. 23)

且�∈ � = [ - 3, 3]。决策目标函数是无界样本路径

平均损失。图 1给出了无界期望平均损失最优值

J
* (�) 在参数集 � 上的变化。
　　对该未知 MDP,根据文献[ 5] 和本文算法得到

的自适应决策仿真结果列于表1, 其中给定决策精

度 ∀= 0. 2。根据该精度, 参数集 � 在仿真之前等分
为 64个子区间。表 1中的仿真时间、平均损失、估计

参数都是它们在决策规划水平 N = 10 000时的取

值;效率提高 = ( Kumar算法仿真时间- 本文算法

仿真时间) ÷ Kumar 算法仿真时间。注意到表 1中

有的估计参数距离 �0并不很近,这是有偏极大似然

估计的特点。图 2给出了当 �0 = 2时两种算法下的

自适应决策估计参数的变化。

图 1　J * ( �) 在 � 上的变化

图 2　自适应决策中 �
^

t 的变化

　　从仿真结果不难发现, 本文提出的算法能够实

现自适应近优决策。同文献[ 5] 的算法相比,本文算

法的计算效率有明显的提高,其原因是在决策过程
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表 1　自适应决策仿真结果

仿真参数 Kumar 算法 本文算法

�0 J* ( �0) 仿真时间( s) 平均损失 估计参数 仿真时间( s) 平均损失 估计参数

效率提高

( % )

2. 0 9. 521 　 2 446 　　9. 531 　　2. 019 4 　　　 1 653　　　 9. 521　　　 2. 012 8 　　　　32

1. 0 9. 360 　 2 653 　　9. 371 　　1. 092 8 　　　 1 739　　　 9. 537　　　 0. 963 5 　　　　34

0. 0 9. 318 　 2 366 　　9. 318 　　0. 003 5 　　　 1 555　　　 9. 323　　　 0. 020 8 　　　　34

- 1. 0 9. 395 　 2 582 　　9. 402 　　1. 338 1 　　　 1 747　　　 9. 395　　　 1. 209 8 　　　　32

- 2. 0 9. 591 　2 435 　　9. 591 　　2. 302 2 　　　 1 624　　　 9. 582　　　 2. 232 5 　　　　33

中不需要计算最优策略。由于采用策略迭代法计算

最优策略,随着 MDP 状态数目和控制数目的增加,

算法效率的提高将会更加显著。对于状态数和控制

数均为 5的 MDP, 仿真结果表明本文算法效率提高

大于 50%。

7　结　　语

　　在 MDP 自适应决策中,当影响状态转移概率的

未知参数属于有限离散参数集时,现有方法已圆满

地解决了自适应最优决策问题。但是对于紧参数集,

现有方法存在计算量大,决策效率低等不足。针对这

一问题, 本文在现有研究成果基础上, 对该类

Markov 决策过程自适应决策进行分析,提出了解决

原有算法的不足并能以任意给定的精度实现决策自

优的自适应决策方法。
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