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摘　要: 研究群决策中不同偏好信息形式的集成方法。根据多个决策者给出关于方案的两类偏好信息

——Fuzzy 判断矩阵和 AHP 判断矩阵, 建立了能够集成这两类偏好信息的最优化模型, 通过求解该模

型可直接得到每个方案的参考排序值,并使方案的排序结果最大程度地反映每个决策者的偏好。
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Abstract: A gr oup decision making problem is studied, in w hich the pr eference info rm ation about t he

alternativ es pro vided by the decision maker s can be of diver se nature . An optimiza tion model is con-

struct ed t o integr ate t he fuzzy judgement matr ices and AHP judgement matr ices g iven by the decision

maker s. By solving the model, the r anking values of alternatives can be obtained. In this model, rank-

ing s of alternatives reflect the subject ive pr efer ence o f ever y decision maker . An example is given to il-

lust rate t he usefulness of the proposed model.
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1　引　　言

　　群决策问题是集结一群决策者中每个决策者的

偏好为群的偏好,然后根据群的偏好对一组方案进

行排序,从中选择群所最偏好的方案
[ 1]
。由于各个决

策者之间存在利益或意见冲突, 这就需要调和各决

策者的利益或意见。因此,使决策结果最大程度地反

映每个决策者的偏好, 就成为群决策的主要目标。需

要指出,在以往的群决策问题研究中,大多是考虑决

策者给出同类偏好信息形式的情形, 而有关不同形

式的偏好信息的研究则所见甚少。实际上,在群决策

问题中, 由于每个决策者的经验和面临的环境可能

不同,决策者们即使针对同一组方案也可能给出不

同形式的偏好信息,这就出现了在群决策中如何将

不同形式的偏好信息进行有效集成的问题
[ 2]
。文献
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[ 2]的研究成果表明,对于不同偏好信息形式的群决

策问题,一般做法是先一致化,即将不同形式的偏好

信息转化为同一形式, 然后再对其进行综合处理,得

到方案排序结果。但是,一种偏好信息形式转化为另

一种偏好信息形式时, 会不同程度地丢失原有的偏

好信息,即形式的转化引起了偏好信息的失真, 而且

有些偏好信息很难转化为同一形式。因此, 这种做法

受到了一定限制。

　　本文采用建立最优化模型的方法来直接集成不

同形式的偏好信息, 即极小化决策结果与个人偏好

不一致的可能性。这是一种新的研究思路, 也是在不

进行形式一致化情况下的一种集成方法。具体地,文

中针对多个决策者给出的两类偏好信息形式——

Fuzzy 判断矩阵和 AHP 判断矩阵, 建立能够集结这

两类偏好信息的最优化模型, 通过求解该模型可直

接得到每个方案的参考排序值, 并使方案的排序结

果最大程度地反映每个决策者的偏好。

2　问题描述

　　考虑的决策问题是从一个方案集X = { x 1 , x 2,

⋯, x n} ( n≥ 2) 中选择最好的方案,其中 x i 表示第 i

个决策方案。选择方案或进行方案排序的依据是决

策者提供的偏好信息。不失一般性,设决策群体集为

D = {d 1, d2 ,⋯, dm} (m≥ 2) ,其中 dk 表示第 k 个决

策者。设 c k 为对应于决策者 dk 的权重,且满足 ck ≥

0,∑
m

k= 1

ck = 1。

　　本文考虑多个决策者对方案集 X 可能给出两

类形式的偏好信息, 不妨设集合 DF 中的决策者 dk

给出Fuzzy判断矩阵, 其中DF中所有元素dk的下标

构成集合K F ;集合D A 中的决策者dk给出AHP判断

矩阵, 其中 D A 中所有元素 dk 的下标构成集合 K A。

这里, D F ∪ D A = D。下面给出 Fuzzy 判断矩阵和

AHP 判断矩阵的描述。

　　1) Fuzzy 判断矩阵[ 3～5] :决策者dk ∈DF针对方

案集 X 给出的偏好信息由模糊偏好关系P
k � X ×

X 描述,相应的隶属函数 �pk : X ×X → [ 0, 1]。其中

�pk ( x i, x j ) = p
k
ij , p

k
ij表示方案x i优于方案x j (即x i �

x j ) 的程度。一般地, P k有如下性质: p k
ij ≥0, p kij + p

k
j i

= 1, p k
ii = - (表示未定义) , i, j , k。

　　2) AHP 判断矩阵 [ 6] :决策者 dk∈ D A 针对方案

集X 给出一个两两方案比较的AHP 判断矩阵A
k
=

[ a
k
ij ] n×n ,其中a

k
ij 表示方案 x i对方案x j 的相对重要程

度。通常, akij的取值按Sat ty 给出的1～ 9刻度进行,

a
k
ij ∈ [ 1/ 9, 9]。A k 有如下性质: akij > 0, akij = 1/ akj i , akii

= 1, i , j , k。

　　本文要解决的问题是: 如何集结已知的不同形

式的偏好信息(即Fuzzy判断矩阵P
k和AHP判断矩

阵 A
k
) ,并得到方案排序的群体决策结果。

3　原理和方法

　　设方案 x i 的参考排序值为w i ( i = 1, 2, ⋯, n) ,

它是一个未知变量,且满足w i ≥0,∑
n

i= 1
w i = 1。考虑

到矩阵 P
k 和 A

k 的性质及判断一致性的分析, 我们

希望确定 w i, 并满足

w i / ( w i + w j ) ≈ p
k
ij ,　k ∈ K F

　　i , j = 1, 2,⋯, n,　i≠ j ( 1a)

w i / w j ≈ a
k
ij , 　k ∈ K A

　 i, j = 1, 2, ⋯, n ( 1b)

由式( 1a) 和( 1b) 不难看出, w i/ ( w i + w j ) 与 p
k
ij ,

w i / w j 与a
k
ij有相同的特征, w i愈大, p k

ij 或a
k
ij也愈大,

方案 x i 愈可能排在前面。为分析方便, 基于式( 1a)

和( 1b) , 引入下列偏差函数

h
k
ij = w i - ( w i + w j ) p kij , 　k ∈ K F

　　　i , j = 1, 2,⋯, n,　i≠ j ( 2a)

h
k
ij = w i - w j a

k
ij ,　k ∈ K A

　　　i , j = 1, 2,⋯, n ( 2b)

　　为了得到方案的参考排序值 w i , 基于式( 2a) ,

对于决策群体 DF ,可以构造下列最优化模型

　( P1) min z 1 = ∑
k∈K

F

c k∑
n

i= 1
∑
n

j= 1, j≠i
[ w i -

　 　　　　　　( w i + w j ) p k
ij ] 2 = w

T
G1w ( 3a)

　 　　s. t . eTw = 1 ( 3b)

　　　　　w ≥ 0 ( 3c)

其中, w = ( w 1, w 2 ,⋯, w n)
T
, e = ( 1, 1,⋯, 1)

T
, G1 =

[ g1ij ] n×n, G1中的元素是

g1ii = 2∑
k∈K

F

c k∑
n

r= 1, r≠i

( p kr i) 2

　　　i = 1, 2, ⋯, n ( 4a)

g1ij = 2∑
k∈K

F

ck [ ( p
k
ij )

2
- p

k
ij ]

i, j = 1, 2, ⋯, n,　i≠ j ( 4b)

　　 同样, 基于式( 2b) , 对于决策群体 D A , 可以构

造下列最优化模型
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　　( P2) m in z 2 = ∑
k∈K

A

ck∑
n

i= 1
∑
n

j= 1
( w i -

　　　　　　　　 w ia
k
ij ) 2 = w

T
G2w ( 5a)

　　 　　s. t . e
T
w = 1 ( 5b)

　　　　　　　w ≥ 0 ( 5c)

其中, w 和 e的含义如前所述, G2 = [ g2ij ] n×n , G2中的

元素是

g2ii = ∑
k∈K A

ck n - 2 + ∑
n

r = 1

( akri) 2

　　　　i = 1, 2,⋯, n ( 6a)

g2ij = - ∑
k∈K

A

ck( akij + a
k
j i)

i , j = 1, 2,⋯, n, 　i≠ j ( 6b)

　　由两类判断矩阵自身的性质可知,两个决策子

群体给出的偏好信息标尺不同, 即偏好信息数据在

数量上存在较大差异, 如果不消除这种差异而直接

集结两个子群体给出的形式不同的偏好信息,即集

结 z 1和 z 2, 则可能导致决策结果的偏差。从式( 3a)

和( 5a) 可以看出,差异产生于矩阵 G1和 G2。为消除

差异, 需要对矩阵 G1 和 G2 进行某种形式的“规范

化”。为此, 引入在一定程度上可度量矩阵“大小”的

矩阵范数。如果矩阵范数较大,则集结时对应的“规

范化”系数应较小; 反之, 系数应较大。基于上面建

立的模型P1和 P2,可建立如下模型

min z = w
T
Gw ( 7a)

s. t . e
T
w = 1 ( 7b)

　　 w ≥ 0 ( 7c)

其中

G = �1G1 + �2G2 ( 8)

式( 8) 中, �1和 �2表示矩阵 G1和 G2 的“规范化”系

数,其定义如下

�1 = sp 2 / ( sp 1 + sp 2) ( 9a)

�2 = sp 1 / ( sp 1 + sp 2) ( 9b)

其中, sp j ( j = 1, 2) 是矩阵G j 的 Frobenius范数,即

sp j = ‖G j‖2 =  m ,  m 是矩阵 G
T
j G j 的最大特征

根。

　　由式( 7a) ～ ( 7c) 构成的问题就是所建立的直

接集结不同偏好——Fuzzy 判断矩阵P
k 和AHP 判

断矩阵 A
k
的最优化模型。该模型的意义在于:寻找

一个群体决策结果(即确定方案的排序值) , 亦即极

小化决策结果与个人偏好的不一致的可能性。该模

型的最优解就是群体决策结果意义下的各个方案的

参考排序值。需要指出, 模型中涉及的系数 �1 和 �2

不仅起到“规范化”的作用, 而且还具有平衡两个子

决策群体的评价标尺的作用, 其取值既可按式( 9a)

和( 9b) 求出,也可由专家给定。

4　主要结果

　　记由式( 7a) 和( 7b) 所确定的最优化问题(即不

考虑非负约束条件下的最优化问题) 为第 1类问题,

该问题的可行域为! 1 ;由式( 7a )～ ( 7c) 所确定的最

优化问题为第 2类问题, 该问题的可行域为 ! 2。第 1

类问题和第2类问题的最优解分别记为w ( 1) 和w ( 2)。

为此,有如下结论:

　　定理1　如果 w ( 1) 是! 2的内点或界点, 则第 1

类问题和第 2 类问题有相同的最优解, 即 w ( 1) =

w ( 2)。

　　证明　显然,第 1类问题和第 2类问题的可行

域满足 ! 2 � ! 1。因 w ( 1) 是第 1类问题的最优解, 故

对任意的w ∈ ! 1( w ≠w ( 1) ) ,有 z ( w ( 1) ) < z ( w )。特

别是对任意的 w ∈ ! 2 ( w ≠ w ( 2) ) , 有 z ( w ( 2) ) <

z ( w )。如果 w ( 1) 是 ! 2的内点或界点, 则 w ( 1) 是第 2

类问题的一个可行解, 可行解满足 z ( w ( 1) ) <

z ( w ) ( w ∈ ! 2但w ≠w ( 1) )。由此可知, w ( 1 ) 也是第2

类问题的最优解,即 w ( 1) = w ( 2)。(证毕)

　　定理 2　 由式( 7a) 和( 7b) 所确定的最优化问

题的最优解为

w
* = G

- 1
e/ eTG- 1

e ( 10)

　　证明 　这是求解第 1类问题的最优解。构造

Lagr ang ian 函数

L = w
T
Gw + 2 ( eTw - 1)

式中  是Lag rang ian乘子。令!L / !w = 0和!L / ! =
0,则有

Gw +  e = 0 ( 11a)

e
T
w = 1 ( 11b)

联立求解式( 11a) 和( 11b) ,可得

w
* = G

- 1
e/ eTG- 1

e ( 12)

 * = - 1/ eTG- 1
e ( 13)

其中 w
* 就是所要求出的最优解。(证毕)

　　下面说明w
*
∈! 2, 即w

*
是! 2的内点, 也就是

说明 w
* 是第 2类问题的最优解。为此,有下面一些

结论。为了节省篇幅, 将略去定理的证明,其证明思

路或过程可参见文献[ 7, 8]。

　　定理3　设P
k = [ p kij ] n×n是Fuzzy判断矩阵, A k

= [ a
k
ij ] n×n是 AHP 判断矩阵, 若对任意的 i , j , k, 至

少有一个w
*
i ≠ ( w

*
i + w

*
j ) p

k
ij 或w

*
i ≠w

*
j a

k
ij 成立,
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则有如下性质:

　　1) G 是正定矩阵,并且是非奇异的或可逆的;

　　2) 恒有G
- 1≥ [ 0] ,即 G

- 1为非负矩阵。

　　定理 4　设w
*
是由式( 6a) 和( 6b) 所确定的最

优化问题的最优解, 即式( 10) 成立, 则恒有 w
* >

[ 0] ,即 w
* ∈ ! 2。

　　由上面的结论可知,最优化模型( 7a)～ ( 7c) 的

最优解 w
*
由式( 12) 确定。

5　算　　例

　　假设 4个决策者对方案集 X = { x 1, x 2 , x 3 , x 4}

分别给出偏好信息如下

P
1
=

- 0. 1 0. 6 0. 7

0. 9 - 0. 8 0. 4

0. 4 0. 2 - 0. 9

0. 3 0. 6 0. 1 -

P
2
=

- 0. 5 0. 7 1

0. 5 - 0. 8 0. 6

0. 3 0. 2 - 0. 8

0 0. 4 0. 2 -

A
3 =

1 1/ 7 1/ 3 1/ 5

7 1 3 2

3 1/ 3 1 1/ 2

5 1/ 2 2 1

A
4 =

1 3 1/ 4 5

1/ 3 1 2 1/ 3

4 1/ 2 1 2

1/ 5 3 1/ 2 1

其中, P
1
和 P

2
为Fuzzy 判断矩阵, A

3
和A

4
为 AHP

判断矩阵。设各个决策者的权重均相等,即 c1 = c2 =

c3 = c4 = 1/ 4。根据式( 4a) 和( 4b) , ( 6a) 和( 6b) ,可

得

G1 =

0. 700 - 0. 170 - 0. 225 - 0. 105

- 0. 170 0. 430 - 0. 160 - 0. 240

- 0. 225 - 0. 160 1. 090 - 0. 125

- 0. 105 - 0. 240 - 0. 125 1. 730

G2 =

26. 287 8 - 2. 619 1 - 1. 895 8 - 2. 600 0

- 2. 619 1 6. 157 9 - 1. 458 3 - 1. 458 3

- 1. 895 8 - 1. 458 3 5. 855 9 - 1. 250 0

- 2. 600 0 - 1. 458 3 - 1. 250 0 9. 850 3

根据式( 9a) 和( 9b) , 可得�1 = 0. 938, �2 = 0. 062。根

据式( 8) , 可得

G =

2. 285 5 - 0. 321 8 - 0. 328 5 - 0. 259 6

- 0. 321 8 0. 784 9 - 0. 240 4 - 0. 315 5

- 0. 328 5 - 0. 240 4 1. 385 3 - 0. 194 7

- 0. 259 6 - 0. 315 5 - 0. 194 7 2. 233 2

由式( 12) , 可得到方案的参考排序值向量为 w
* =

( 0. 178 1, 0. 408 4, 0. 245 9, 0. 167 6)
T
。因此, 相应

的方案排序即群体决策结果为 x 2 � x 3 � x 1 > x 4。

6　结　　语

　　本文针对群决策中决策者给出关于方案的两类

偏好信息——Fuzzy 判断矩阵和 AHP 判断矩阵, 提

出一种新的方案排序方法, 通过建立一个最优化模

型来集结不同类型的偏好信息,得出的方案排序的

群体决策结果最大程度地反映了每个决策者的偏

好。本文给出的方法是针对决策者给出的两两方案

比较的偏好信息进行的。对于决策者给出的既有本

文给出的偏好信息,又有如序关系和效用值等其它

形式偏好信息时如何集成的问题,作者将做进一步

研究。
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