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一类线性参数变化时滞系统的H ∞控制
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摘　要: 研究一类线性参数变化时滞系统的H ∞控制问题。这类系统的状态空间矩阵是一些时变参数的

仿射函数,而这些时变参数是可以实时测量的。以线性矩阵不等式的形式给出了存在依赖于参数的动态

输出反馈H ∞控制器的充分条件。当满足这些条件时,基于线性矩阵不等式的解可以构造出一种依赖于

参数的动态输出反馈H ∞控制器。
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Abstract: T he p rob lem of H ∞ con tro l fo r a class of linear param eter2varying system s w ith tim e2delay is

studied. T he sta te2space m atrices of the system s are assum ed to be affine functions of som e tim e2vary2
ing param eters, w h ich can be m easured in real t im e during the system operation. Sufficien t condit ions

fo r the ex istence of param eter2dependen t dynam ic ou tpu t feedback H ∞ con tro llers are given in term s of

linear m atrix inequalit ies. O nce these condit ions are satisfied, such a con tro ller can be constructed

based on the so lu tions of the linear m atrix inequalit ies.
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1　引　　言

　　线性参数变化系统是一类时变系统,其状态空

间模型的矩阵是某些时变参数的确定函数,而这些

时变参数是可以实时测量的,因而可用于反馈控制。

许多实际系统都可用上述模型进行描述。近年来,针

对上述系统,文献[ 1～ 3 ]相继给出了依赖于参数的

动态输出反馈H ∞控制器设计方法。本文则考虑一

类具有状态时滞的线性参数变化系统的H ∞控制问

题,给出一种参数依赖型动态输出反馈H ∞控制器

设计方法。
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2　系统描述

　　考虑如下线性参数变化时滞系统

xα( t) =

A (Η( t) ) x ( t) + A 1 (Η( t) ) x ( t - d ) +

B 1 (Η( t) )w ( t) + B 2 (Η( t) ) u ( t) (1a)

z ( t) =

C 11 (Η( t) ) x ( t) + C 12 (Η( t) ) x ( t - d ) +

D 11 (Η( t) )w ( t) + D 12 (Η( t) ) u ( t) (1b)

y ( t) =

C 21 (Η( t) ) x ( t) + C 22 (Η( t) ) x ( t -

d ) + D 21 (Η( t) )w ( t) (1c)

x ( t) = <( t) ,　t∈ [ - d , 0 ] (1d)

其中, x ( t) ∈R n 是状态, u ( t) ∈R m 是控制, y ( t) ∈

R r是测量输出, z ( t) ∈R s是控制输出, d > 0是状态

时滞, <( t) 是连续初始向量函数,A (Η) 等矩阵是时

变参数向量Η( t) = (Η1 ( t) ,⋯, Ηk ( t) ) ∈R k的仿射矩

阵函数。假设 Η( t) 可以实时测得, 并在下述集合内

取值

( = { (Η1,⋯, Ηk) ∈R k: Ηi≤ Ηi≤ Ηλi}

引入具有 2k 个元素的集合

( vex = { (Η1,⋯, Ηk ) ∈R k: Ηi = Ηi o r Ηi = Ηλi}

将 ( vex 中的点记为 Ηj , j = 1,⋯, 2k。容易证明,对任

何 Η( t) ∈ ( ,存在Αj ( t) ≥ 0,∑
2k

j = 1

Αj ( t) = 1,使得Η( t)

= ∑
2k

j = 1
Αj ( t) Ηj。设M (Η) 是 Η的仿射矩阵函数,M j =

M (Ηj ) ,则不难推得

M (Η) = ∑
2k

j = 1
ΑjM

j (2)

　　本文的目的是对指定正数 Χ, 设计如下依赖于

参数的输出反馈控制器

xαc ( t) = A c (Η( t) ) x c ( t) + B c (Η( t) ) y ( t)

u ( t) = C c (Η( t) ) x c ( t)
(3)

其中 x c ( t) ∈R n ,使得闭环系统

Ν
õ

( t) =

Aϖ (Η( t) ) Ν( t) + Aϖ1 (Η( t) ) Ν( t -

d ) + Bϖ (Η( t) )w ( t)

z ( t) =

Cθ (Η( t) ) Ν( t) + Cθ1 (Η( t) ) Ν( t -

d ) + D 11 (Η( t) )w ( t)

(4)

对于某两个正定矩阵P > 0和S > 0,以及任意Η∈
( ,满足

PAϖ + AϖTP + S PBϖ CθT PAϖ1

BϖT P - Χ2 I D T
11 0

Cθ D 11 - I Cθ1

AϖT
1 P 0 CθT

1 - S

< 0

(5)

由文献[ 4 ] 知, 此时系统 (4) 渐近稳定, 且在零初始

条件下,‖z ( t)‖L 2 ≤ Χ‖w ( t)‖L 2。

3　主要结果

　　定理 1　存在B c, C c 为常数的控制器 (3) 和正

定矩阵 P > 0, S > 0,使得对任意 Η∈ ( ,式 (5) 成

立,当且仅当存在正定矩阵 X > 0, Y > 0, S 11 > 0,

S 22 > 0以及矩阵U ,V , Z (Η) , S 12,使得对任意Η∈ ( ,

有

　

0 11 A + Z T + S 12 0 13

A T + Z + S T
12 0 22 0 23

0 T
13 0 T

23 0 33

< 0 (6)

并且

Y I

I X
> 0 (7)

控制器的矩阵可取为

　　C c = V Y (X Y - I ) - 1,　B c = - Y - 1U (8)

　　A c (Η) =

　　[A (Η) - B cC 21 (Η) ]X Y (X Y - I ) - 1 +

　　B 2 (Η)C c - Y - 1Z (Η) Y (X Y - I ) - 1 (9)

其中

0 11 = A X + X A T + B 2V + V TB T
2 + S 11

0 22 = A T Y + YA + U C 21 + C T
21U

T + S 22

0 13 = [B 1　X C T
11 + V TD T

12　A 1X 　A 1 ]

0 23 =

[YB 1 + UD 21　C T
11　YA 1X + U C 22X 　YA 1 + U C 22 ]

0 33 =

- Χ2 I D T
11 0 0

D 11 - I C 12X C 12

0 X C T
12 - S 11 - S 12

0 C T
12 - S T

12 - S 22

　　证明　必要性:记

P =
P 11 P 12

P T
12 P 22

,　P 12 ∈R n×n

不妨设 P 12 是可逆的。定义

Y = P 11

Q = P 11P - T
12 P 22P - 1

12 P 11 - P 11

X = Q - 1 + Y - 1
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　　　　T = diag{R , I , I , R }

　　　　R =
X I

- P - 1
12 P 11Q

- 1 0
将式 (5) 中的矩阵左乘以 T T ,右乘以 T ,并记

S 11 S 12

S T
12 S 22

= R TS R

对控制器作状态变换 x c = - P - 1
12 P 11xδc,并定义

　　U = - YB c,　V = C cQ
- 1 (10)

　　Z (Η) = Y [A (Η) - B cC 21 (Η) ]X +

　　　　　Y [B 2 (Η)C c - A c (Η) ]Q - 1 (11)

经简单的矩阵运算可得式 (6)。不难推得 P > 0等价

于式 (7)。由式 (10) 和 (11) 可得式 (8) 和 (9) ,因此必

要性得证。

　　充分性: 将必要性的证明过程反过来便可得到

充分性的证明。(证毕)

　　下面在式 (6) 中取S 11 = ΕX 2, S 12 = 0,利用线性

矩阵不等式给出式 (6) 有解的充分条件。

　　定理 2　如果对于某个正数 Ε,正定矩阵 X >

0, Y > 0, S 22 > 0以及矩阵U ,V 对任意Η∈ ( vex ,均

为如下线性矩阵不等式

W 11 W 12 X

W T
12 W 22 0

X 0 - Ε- 1 I

< 0 (12)

0 22 W{ 12

W{ T
12 W 22

< 0 (13)

的解,则存在 Z (Η) ,它和 X , Y , S 22,U ,V , S 11 = ΕX 2,

S 12 = 0对任意Η∈ ( ,都是式 (6) 的解;而且 Z (Η) 可

按式 (2) 表示为 Z j 的凸组合。其中

W 11 = A X + X A T + B 2V + V TB T
2

W 12 = [B 1　X C T
11 + V TD T

12　A 1　A 1 ]

W{ 12 =

[YB 1 + UD 21　C T
11　YA 1 + U C 22　YA 1 + U C 22 ]

W 22 =

- Χ2 I D T
11 0 0

D 11 - I C 12 C 12

0 C T
12 - ΕI 0

0 C T
12 0 - S 22

Z j = - (A j ) T + 0 j
23 (0

-
j
33) - 1 (0 j

13) T +

　　 (5 j ) 1ö2T j (7 j ) 1ö2,　j = 1,⋯, 2k

5 j: = - 0 j
22 + 0 j

23 (0
-

j
33) - 1 (0 j

23) T > 0

7 j: = - 0
-

j
11 + 0 j

13 (0
-

j
33) - 1 (0 j

13) T > 0

T j 为满足‖T j‖< 1的任意矩阵, 0
-

11和0
-

33分别由

在 0 11 和 0 33 中取 S 11 = ΕX 2 和 S 12 = 0得到。

　　证明　由文献[ 5 ]知,存在 Z (Η) 使得对任意Η
∈ ( ,式 (6) 成立,而且 S 11 = ΕX 2, S 12 = 0的充分必

要条件为对任意 Η∈ ( ,有

　　　
0
-

11 0 13

0 T
13 0

-

33

< 0,　
0 22 0 23

0 T
23 0

-

33

< 0

利用矩阵的合同变换和 Schu r 补公式, 可知这两个

不等式与式 (12) 和 (13) 等价。由于 Η在式 (12) 和

(13) 中是仿射的,因而式 (12) 和 (13) 对任意 Η∈ (
均成立,当且仅当对任意 Η∈ ( vex 成立。对式 (6) 反

复应用 Schu r补公式,并取 S 11 = ΕX 2和 S 12 = 0,便

可得到 Z j 的表达式[5 ]。(证毕)

　　注 1　当 Η∈ ( vex时,式 (12) 和 (13) 分别给出

了 2k个线性矩阵不等式。由定理 2知,通过联合求解

线性矩阵不等式 (7) , (12) 和 (13) 可得不等式 (6) 和

(7) 的一组公共解,从而由式 (8) 和 (9) 可以得到控

制器 (3) 的矩阵。

4　应用举例

　　取 Χ= 1。考虑线性参数变化时滞系统 (1) , 其

中

A (Η) =
- 2 1 - 0. 5Η1

- 1 1 + Η1

A 1 (Η) =
0. 6 1 + 0. 4Η1

0. 2 0. 5 + 0. 1Η1

B 1 =
1

0
,　B 2 (Η) =

- 1

1 + 0. 5Η1

C 11 = [ - 0. 4　 - 0. 2 ]

C 12 = [ 0　0 ]

D 11 = 0. 1,　D 12 = 1

C 21 (Η) =
3 1 + 0. 5Η1

1 3 + 0. 2Η1

,　C 22 =
0 0

0 0

D 21 =
1

0
,　ûΗ1û ≤ 1

在定理 2中取 Ε= 1. 5, T 1 = T 2 = 0,经计算可得控

制器 (3) 的矩阵为

A c (Η) =

- 13. 483 1 + 0. 859 6Η1 - 19. 453 4 + 9. 051 4Η1

- 4. 069 7 + 0. 991 5Η1 - 22. 881 9 + 1. 649 7Η1

B c =
1. 295 9 4. 948 0

0. 101 1 3. 143 3

C c = [ 0. 881 5　 - 11. 210 7 ]

第 16 卷 第 5 期 郑连伟等:一类线性参数变化时滞系统的H ∞ 控制 597



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

5　结　　语

　　本文研究一类线性参数变化时滞系统的H ∞控

制问题。利用其参数可以实时测量的特点,基于线性

矩阵不等式的解构造出一种依赖于参数的动态输出

反馈H ∞控制器。该控制器能保证闭环系统渐近稳

定,而且从干扰输入到控制输出的H ∞范数不超过

预期指标。

参考文献:

[ 1 ] A pkarian P, Gah inet P. A convex characterizat ion of

gain2schedu led H ∞ con tro llers[J ]. IEEE T rans on A u2
tom Contr, 1995, 40 (5) : 8532864.

[ 2 ] A pkarian P, Gah inet P, Becker G. Self2schedu led H ∞

con tro l of linear param eter2varying system s: A design

examp le[J ]. A utom atica, 1995, 31 (9) : 125121261.

[ 3 ] Ko se I E, Jabbari F , Schm itendo rf W E. A direct char2
acterizat ion of L 22gain con tro llers fo r L PV system s[J ].

IEEE T rans on A utom Contr, 1998, 43 (9) : 130221307.

[ 4 ] Kokam e H , Kobayash i H , M o ri T. Robust perfo rm ance

fo r linear delay2differen tia l system s w ith tim e2varying

uncerta in t ies [J ]. IEEE T rans on A utom Contr, 1998,

43 (2) : 2232226.

[ 5 ] Gah inet P, A pkarian P. A linear m atrix inequality ap2
p roach to H ∞ con tro l [J ]. In t J Rob and N onl Contr,

1994, 4: 4212448.

　　 (上接第 594页)

5　结　　论

　　隐层神经元冗余是神经网络容错的有效手段之

一,但对RBF 神经网络容错的研究则很少。而一些

研究[7 ]曾得出网络的容错能力与隐层节点成反比的

结论,这使得隐层节点冗余方法受到了怀疑。为此,

本文提出一种RBF 神经网络隐层节点冗余结构,对

RBF 网络中隐层节点冗余在单故障下和普遍故障

下的情形进行分析研究。

　　本文证明了在所提出的隐层节点冗余结构下,

无论是在单故障情况下还是在普遍故障情况下,

RBF 网络的输出均方差均随着冗余数的增加而降

低。因此按这种结构对网络的隐层节点进行冗余容

错是可行的。本文提出的冗余结构能使网络在无故

障时保持误差,推广能力等性能保持不变,在发生故

障时能有效地减小RBF 神经网络的输出误差。

　　本文提出的RBF 神经网络隐层冗余的方法,优

化了冗余节点的选择,是一种简便有效的实用方法。

仿真实验证明这种方法是有效的。
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