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一类不确定线性系统的鲁棒线性控制器设计
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摘　要: 针对一类不确定性不满足匹配条件的线性系统,利用L yapunov 方程和不确定项的范数界,分

别设计了具有可调参数的鲁棒线性状态和输出控制器。这些可调参数可以依据不确定项的范数界的大

小来选取,具有一定的灵活性。
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Abstract: Robust linear sta te feedback and outpu t feedback con tro llers are p ropo sed fo r a class of linear

system s w ith uncerta in t ies w h ich do no t sat isfy m atch ing condit ions. By using the L yapunov equation

and bound functions of the no rm of the uncerta in t ies, the robust linear con tro l law s w ith adjustab le pa2
ram eters are syn thesized. T hese adjustab le param eters can be changed acco rding to the sizes of the giv2
en bound functions, w h ich po ssesses flex ib ility.
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1　引言与引理

　　对于具有不确定性的线性系统设计稳定控制

器,目前已经取得许多成果[1～ 4 ]。在这些成果中,所

设计的稳定控制器具有 3 种形式: 非线性光滑控制

器,变结构控制器和线性控制器。线性控制器是一种

最便于应用的控制器,从应用的角度考虑,在尽可能

弱的条件下,如何设计出鲁棒线性控制器是一项具

有实际意义的工作。在上述成果中,有关鲁棒线性控

制器的设计要么完全依据不确定性满足匹配条件的

假设,要么完全依据一个具有复杂形式且其正定矩

阵解是否存在尚且未知的R iccat i方程。显然,这些

前提假设影响了结果的实际应用。

　　本文考虑一类具有不确定性的线性系统,其不

确定项不要求满足匹配条件,只需用已知的界函数

界定。鲁棒线性状态和输出控制器的设计完全依据

一个可解的L yapunov方程,并且所设计的鲁棒线性

控制器含有可调参数,这些可调参数可以依据不确

定项的界函数的大小来选取。因而,所设计的鲁棒线

性控制器更具有实用性。
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　　以下用M n (R )和M m , n (R )分别表示n×n和

m × n实矩阵组成的集合。设A ,B ∈M n (R ) ,A > B

表示A 2B 是正定矩阵。
　　引理1 [5 ]　设对称矩阵A ∈M n (R ) 有以下对称

分解

A =
A 11 A 12

A T
12 A 22

,　A 11 ∈M r (R )

则 A > 0 的充分必要条件是 A 11 > 0, 且 A 22 >

A T
12A

- 1
11 A 12。

　　由引理 1容易得到如下引理:

　　 引理 2　 设 A ∈M n (R ) , C ∈M m (R ) ,B ∈

M n,m (R ) , A , C > 0,如果C - B TA - 1B > 0,则对Π x

∈R n , y ∈R m ,有 2ûx TB y û ≤ x TA x + y TC y。

2　鲁棒状态反馈控制设计

　　考虑下列不确定系统

xα= A x + ∃ f (x , t) + B (u + ∃g (x , t) ) (1)

这里,状态 x ∈R n ,输入 u∈R m ,A 和B 是适合维数

的常矩阵, ∃ f (x , t) 和 ∃g (x , t) 是不确定项 (或干

扰)。

　　注 1　系统 (1) 中的 ∃g (x , t) 表示输入通道的

不确定性。在具体处理上, 为了减少保守性, 我们将

对 ∃ f (x , t) 和 ∃g (x , t) 分别进行处理。

　　假定1　存在矩阵K ,使A + B K 是H u rw itz稳

定矩阵。

　　注 2　如果假定 1成立, 那么对于一个给定的

正定矩阵Q ,下列L yapunov方程具有唯一的正定矩

阵解 P ,即

(A + B K ) T P + P (A + B K ) = - Q (2)

　　假定 2　不确定项满足下列条件

‖∃f (x , t)‖≤ a (x )‖x‖

‖∃g (x , t)‖≤ b (x )‖x‖

其中, a (x ) 和 b (x ) 是非负连续函数,‖3 ‖表示欧
氏范数。

　　选取

∆∈{∆û∆ > 0. 5×

[ Κ2
m in (PB B TP ) + 4Κ2

m ax (P 2) -

Κm in (PB B TP ) ]} (3)

其中, P 由式 (2) 确定, Κm ax (õ) 和Κm in (õ) 分别表示相

应矩阵的最大和最小特征值。

　　注 3　当增益矩阵B 列满秩时 (这在大多数情

况下是真的) , Κm in (PB B T P ) = 0, ∆的选择范围简化
为 ∆ > Κm ax (P )。

　　对于系统 (1) , 我们提出下列鲁棒状态反馈线

性控制器

u = ua + ub + u c

ua = K x ,　u b = - 0. 5Ε2B T P x

u c = - 0. 5Ρ2B T P x

(4)

这里 Ε和 Ρ是满足 0 < Ε2 < Κm in (Q ) ö∆, Ρ> 0的可调

参数。

　　注4　由式 (4) 可以看出,线性控制器由3部分

组成。第 1 部分保证了系统 (1) 的标称系统的稳定

性; 其余两部分由下面定理 1 的证明可以看出是用

来克服系统的干扰。其中的可调参数可以根据控制

器增益及不确定性的大小要求来选取。

　　定理1　考虑系统 (1) , 如果假定1, 2和下列条

件成立

a2 (x ) +
Ε2

∆Ρ2b2 (x ) ≤
Κm in (Q )

∆ - Ε2 Ε2 (5)

那么系统 (1) 经由线性控制器 (4) 在平衡点 x = 0处

一致渐近稳定。

　　 注意到当 Ε2 = Κm in (Q ) ö2∆时, (Κm in (Q ) ö∆ -

Ε2) Ε2 有最大值 (Κm in (Q ) ö2∆) 2, 因此选取 Ρ2 =

Κm in (Q )
2∆2 Χ2,其中Χ> 0。由定理1,可以得到如下推论:

　　推论1　考虑系统 (1) , 如果假定1, 2和下列条

件成立

a2 (x ) +
1
Χ2 b2 (x ) <

Κm in (Q )
2∆

2

(6)

那么系统 (1) 可经由下列线性控制器在平衡点 x =

0处一致渐近稳定。

u = ua + ub + u c

ua = K x

ub = -
Κm in (Q )

4∆ B TP x

u c = -
Κm in (Q )

4∆2 Χ2B T P x

(7)

　　注 5　由定理 1及推论 1可以看出,条件 (5) ,

(6) 是较易验证的,它决定了系统的镇定域大小。与

控制器 (4) 比较而言,控制器 (7) 的缺点是其增益大

小不易得到调整。但是它能容忍更大范围的干扰,因

而具有较强的鲁棒性。

　　定理1的证明　由系统 (1) 和控制器 (4) 构成

的闭环系统为

xα= A x + ∃ f (x , t) + B (ua +

ub + u c + ∃g (x , t) ) (8)

考虑正定函数V (x ) = x TP x ,其中 P 由式 (2) 确定。

由假定 1,控制器 (4) 和L yapunov方程 (2) ,得到
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(A x + B ua) TP x + x T P (A x + B ua) = - x TQ x

2x T PB u b = - Ε2x T (PB B TP + ∆I ) x + Ε2x T ∆Ix

2x T PB u c = - Ρ2x T PB B T P x

(9)

　　由假定 2,引理 2知,如果

∆I - P (∆I + PB B T P ) - 1P > 0 (10)

注意到不等式 2ab≤ a2 + b2,则有下列结果成立

2x T P ∃ f (x , t) ≤

Ε2x T (∆I + PB B T P ) x +
∆
Ε2 a2 (x )‖x‖2

2x T PB ∃g (x , t) ≤

Ρ2x T PB B T P x +
1
Ε2 b2 (x )‖x‖2

(11)

　　由式 (8)～ (11) 可以看出, 如果条件 (10) 成

立,那么V (x ) 沿系统 (8) 的时间导数为

Vα(x ) ≤-
Κm in (Q )

∆ - Ε2 Ε2 - a2 (x ) -

Ε2

∆Ρ2b2 (x ) ∆
Ε2‖x‖2 (12)

如果选取 ∆满足
∆2 + ∆Κm in (PB B TP ) - Κm ax (P 2) > 0 (13)

那么条件 (10) 得到满足。注意到式 (13) 等价于式

(3) ,于是定理 1得证。

3　鲁棒输出反馈控制设计

　　考虑下列带有输出的不确定系统

　
xα= A x + ∃ f (x , t) + B (u + ∃g (x , t) )

y = C x
(14)

其中,输出 y ∈R m ,其余符号说明与系统 (1) 相同。

　　假定 3　存在矩阵K ,使A + B K C是H u rw itz

稳定阵。

　　注 6　如果假定 3成立, 那么对于一个给定的

正定矩阵Q ,下列L yapunov方程具有唯一的正定矩

阵解 Pϖ,即

　 (A + B K C ) T Pϖ + Pϖ (A + B K C ) = - Q (15)

　　假定 4　不确定项满足下列范数条件

‖∃ f (x , t)‖≤ aλ(x , y )‖y‖

‖∃g (x , t)‖≤ bλ(x , y )‖y‖

其中, aλ(x , y ) 和 bλ(x , y ) 是非负连续函数,‖3 ‖表
示欧氏范数。

　　注 7　在系统 (14) 的输出反馈控制器的设计

研究中[6 ] ,条件“存在一个m ×m 阶可逆矩阵F 满足

PϖB = C TF T”是必不可少的假设条件之一。显然,这

样的矩阵F 在大多数情况下是不存在的。因此,给出

一个不含此条件的可行的鲁棒输出反馈控制器设计

方法是完全必要的。

　　选取m ×m 矩阵D , 由于 PϖB D C + C TD TB T Pϖ

是对称矩阵, 因此存在正数Κ使PϖB D C + C TD TB T Pϖ

+ ΚI 是正定矩阵。选取

　
Κ0 ∈ {ΚûPϖB D C + C TD TB TPϖ + ΚI > 0}

∆λ∈ {∆λû∆λ > m ax (∆0, Κ0) }
(16)

其中

∆λ0 = 0. 5[ Κ2
m in (PϖB D C + C TD TB TPϖ) + 4Κ2

m ax (Pϖ2) -

Κm in (PϖB D C + C TD TB TPϖ) ] (17)

矩阵 Pϖ由式 (15) 确定。

　　对于系统 (14) ,我们提出以下线性鲁棒控制器

u = ua + u b

u a = K y

u b = - 2Εγ2D y

(18)

其中, Εγ是满足0 < Εγ2 < Κm in (Q ) ö2∆λ的可调参数,m ×

m 阶矩阵D 可以根据实际需要选取。

　　定理 2　考虑系统 (14) ,如果假定 3, 4 和下列

条件成立

Κm ax (C TC ) [aλ2 (x , y ) + Κm ax (B TB ) bλ2 (x , y ) ] <

(Κm in (Q ) ö∆λ - 2Εγ2) Εγ2 (19)

那么系统 (14) 经由线性控制器 (18) 在平衡点 x = 0

处一致渐近稳定。

　　证明　由系统 (18) 和控制器 (19) 组成的闭环

系统为

xα= A x + ∃ f (x , t) + B (ua + ub +

∃g (x , t) ) ,　y = C x (20)

考虑正定函数V (x ) = x T Pϖx。由假定 3,控制器 (18)

和L yapunov方程 (15) ,可得下列等式

(A x + B ua) TPϖx + x T Pϖ (A x + B ua) = - x TQ x

(21)

2x T PϖB u b = - 2Εγ2x T (PϖB D C + C TD TB TPϖ +

　　　　　∆λI ) x + 2Εγ2x T ∆λI x (22)

　　由假定 4 和引理 2, 可知如果

∆λI - Pϖ (∆λI + PϖB D C + C TD TB TPϖ) - 1Pϖ > 0

(23)

那么下列不等式成立

2x T Pϖ∃ f (x , t) ≤

Εγ2x T (∆λI + PϖB D C + C TD TB T Pϖ) x +

∆λ

Εγ2 aλ2 (x , y )‖y‖2 (24)

2x T PϖB ∃g (x , t) ≤

Εγ2x T (∆λI + PϖB D C + C TD TB T Pϖ) x +

第 16 卷 第 5 期 王银河等:一类不确定线性系统的鲁棒线性控制器设计 607



　　　 ∆λ

Εγ2 Κm ax (B B T ) bλ2 (x , y )‖y‖2 (25)

由式 (21)～ (25) 及 ∆λ > Κ0, 如果式 (23) 成立, 则

V (x ) 沿系统 (20) 的时间导数为

Vα(x ) ≤

- [ (Κm in (Q )
∆λ - 2Εγ2) Εγ2 - Κm ax (C TC ) aλ2 (x , y ) -

Κm ax (B TB ) Κm ax (C TC ) bλ2 (x , y ) ]
∆λ

Εγ2‖x‖2

(26)

　　注意到如果 ∆λ > Κ0, ∆λ按下列条件选取
∆λ2 + ∆λΚm in (PϖB D C + C TD TB T Pϖ) - Κm ax (Pϖ2) > 0

(27)

那么式 (26) 成立, ∆λ> Κ0和式 (27) 等价于式 (16)。于

是定理 2得证。

　　注意到 (Κm in (Q ) ö∆λ - 2Εγ2) Εγ2 当 Εγ2 = Κm in (Q ) ö4∆
时,有最大值 2 (Κm in (Q ) ö4∆) 2, 因此由定理 2 可得下

列推论:

　　推论 2　考虑系统 (14) ,如果假定 3, 4 和下列

条件成立

Κm ax (C TC ) [aλ2 (x , y ) + Κm ax (B TB ) bλ2 (x , y ) ] <

2 (Κm in (Q ) ö4∆) 2 (28)

那么系统 (14) 经由下列线性输出反馈控制器在平

衡点 x = 0处一致渐近鲁棒镇定。

u = ua + u b

u a = K y

u b = -
Κm in (Q )

2∆λ D y

(29)

　　注 8　条件 (19) , (28) 容易得到检验。可调矩

阵 D 的选取应保证式 (19) , (28) 成立, 并兼顾控制

器 (18) , (29) 具有合适的增益。

4　结　　论

　　通过使用合适的代数方法和L yapunov 方法,

针对带有不确定性的线性系统,只需利用不确定项

的界函数和标称系统的稳定信息,便可设计出简单

的线性鲁棒控制器。这种控制器由功能特点明显的

部分组成,它所具有的可调参数可以根据不确定性

和控制增益的大小来选取,具有一定的灵活性。特别

是对于带有输出的系统,这种控制器避免了检验类

似于文献[ 6 ]中的条件,具有容易验证条件的特点。
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