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参数不确定系统的鲁棒灵敏度设计

李连锋, 王广雄
(哈尔滨工业大学 控制工程系,黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要: 应用 Schur 补公式讨论了参数不确定系统的灵敏度问题,给出了灵敏度的设计方法。指出灵敏

度设计不同于扰动抑制的设计,求解灵敏度应首先求解一个输出注入问题。最后用算例说明了该方法的

有效性。
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Robust Sensitivity Design for Systems with Parameter Uncertainty
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Abstract: The sensit ivity design problem fo r the sy stem with par ameter uncer taint y is consider ed by us-

ing the Schur complement fo rmula. It is po inted out that the sensitiv ity design is differ ent from that of

t he disturbance a ttenuat ion. A lso it is point ed out that t he fir st step o f so lv ing the sensitivity pr oblem is

t o solve an out put injection pr oblem . A design example is also given.
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1　引　　言

　　对参数不确定系统, 一般都按二次镇定来考

虑。对不确定性的处理,近年来的许多研究大多集中

在范数有界的不确定性和相应的标定 H ∞ 问题

上
[ 1, 2]
。由于求解 LM I 问题的凸优化方法的出现,使

得人们为避免保守性, 对不确定性采用多面体模型,

通过求解不确定顶点处的 LM I来得到所要求的控

制器。文献[ 3] 讨论了这类系统的输出反馈问题,但

它主要适用于扰动抑制问题。扰动抑制是对对象输

入端扰动的抑制, 通常用输出与输入的比值 �表示,
这个 �值一般是很小的。
　　系统设计中还常有灵敏度的要求。灵敏度定义

为闭环传递函数T 的相对变化与引起该变化的对象

G 相对变化的比值,即

S =
dT / T
dG/ G =

1
1 + GK

( 1)

其中 K 为控制器。式( 1) 表明灵敏度函数 S 等于从

对象输出端扰动到系统输出的传递函数。因此,灵敏

度既表示了闭环系统对对象变化的敏感程度, 也反

映了系统对输出端扰动的抑制性能。灵敏度是系统

设计中一个重要的性能指标, 要求越小越好。但从式

( 1) 可以看出,高频段GK � 1, S→1,故输出与输入

的比值( H ∞范数)�≥ 1。文献[ 3] 假设 �任意小, 因
而主要适用于对输入端扰动的抑制问题。本文则利

用 Schur 补公式给出了此参数不确定系统灵敏度问

　收稿日期: 2000-06-07; 修回日期: 2000-09-18

　基金项目: 高等学校博士点基金项目( 96021314) ; 211 工程项目

　作者简介: 李连锋( 1974—) ,男, 河南南阳人,博士生 z ,从事鲁棒控制和 H ∞ 控制研究;王广雄( 1933—) ,男, 上海人, 教授,

博士生导师, 从事 H ∞ 控制、高精度伺服系统等研究。



题的设计方法。

2　输出反馈问题的解

　　考虑系统

x
�= ( A + �A ) x + B1w + ( B2 + �B) u

z = C1x + D 11w + D 12u

y = ( C2 + �C) x + D 21w

( 2)

其中, x ( t ) ∈ R
n为状态变量, z ( t) 和 y ( t) 为被控输

出和测量输出, u( t) ∈R
m
为控制输入, w ( t ) ∈R

p
为

干扰量。设名义系统( A , B 2, C2 ) 为可镇定可检测的;

并设 �A , �B 和 �C 为多面体不确定性, 即 �A , �B

和 �C为时变向量 r ( t) 的线性函数, r ( t) ∈R
s
, 且属

于如下紧集

r ( t) ∈R=

{ r ( t) : r i ≤ r i( t ) ≤ r
-

i,� i = 1, 2,⋯, s}

　　设控制器为

x
�
c = A cx c + Bcy

u = Ccx c

( 3)

　　以下均假设  max ( D 11) < �,输出反馈控制器为
式( 3) 所示的形式。

　　定理 1
[ 3]
　 系统( 2) 在控制器( 3) 的作用下闭

环二次稳定且L 2增益小于 �,当且仅当存在 Y > 0,

X > 0, L ,W o和 W c,使得对所有的 r ∈R,有
!11 !12
!T12 !22

C1 C1X + D 12W c

B
T
1Y + D

T
21W

T
o B

T
1

→

←

C
T
1 YB 1 + W oD 21

X C
T
1 + W

T
c D

T
12 B 1

- �I D 11

D
T
11 - �I

< 0

　　　　　　　� r ∈R ( 4)

Y I

I X
> 0 ( 5)

成立,其中

!11 = Y ( A + �A ) + ( A + �A ) TY +

W o ( C2 + �C) + ( C2 + �C)
T
W

T
o

!12 = L + Y�A X + Y�BW c +

W o�CX + �A
T

!22 = ( A + �A ) X + X ( A + �A )
T
+

( B2 + �B) W c + W
T
c ( B2 + �B ) T

进而,当不等式条件满足时,控制器( 3) 可由

W c = CcX , 　W o = - SB c

L = YA X + YB 2W c - S A cX +

　　W oC2X + A
T

S = Y - X
- 1
> 0

( 6)

得到。由于式( 4) 中存在双线性形式(如 Y�AX ) , 使

其不是LM I 问题,不能直接应用凸优化方法求解。

　　定理1中的�为从扰动w 到输出端 z 的扰动衰

减比, 该值一般很小。文献[ 3] 基于 �可以任意小的
假设, 给出并证明了该输出反馈问题分两步求解的

方法。

3　输出鲁棒灵敏度设计

　　在输出灵敏度问题中, 外扰动作用在对象的输

出端,即式( 2) 中的B 1 = 0, 所以有

x
�= ( A + �A ) x + ( B2 + �B ) u

z = C1x + D 11w + D 12u

y = ( C2 + �C) x + D 21w

( 7)

于是,文献[ 3] 的第 1步便失去意义。

　　 为求解输出端灵敏度问题, 对式( 4) 左端做合

同变换:互换1, 2行和1, 2列;互换3, 4行和 3, 4列,

得到

!22 !T12
!12 !11

B
T
1 B

T
1 Y + D

T
21W

T
o

C1X + D 12W c C1

→

←

B1 X C
T
1 + W

T
c D

T
12

YB1 + W oD 21 C
T
1

- �I D
T
11

D 11 - �I

< 0

� r ∈R ( 8)

式( 8) 与( 4) 等价。

　　注意到式( 8) 中存在 LM I形式的子块, 可利用

Schur 补公式[ 4 ] 求解。根据 Schur 补公式, 要求不等

式( 8) 成立, 应先要求不等式

Y ( A + �A ) +

( A + �A ) TY +

W o( C2 + �C) +

( C2 + �C)
T
W

T
o YB 1 + W oD 21 C

T
1

B
T
1Y + D

T
21W

T
o - �I D

T
11

C1 D 11 - �I

< 0

　　　　　　　　　� r ∈R　　　　　　 　( 9)

成立。注意到式( 9) 也是输出注入问题 [ 5] 的不等式

(证明略) ,该不等式为 LM I 形式,可以进行求解。求
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得 W o 和 Y 后,式( 8) 已成为线性不等式,这样便可

以进行求解了。

　　集合R的顶点集合为
Rvex = { r : r i = r i or r i = r

-
i ,� i = 1, 2, ⋯, s}

Rvex 中共有 2s个顶点。当LM I中含有系统矩阵A +

�A , B2 + �B 和C2 + �C 时,如果�A , �B 和�C为

时变向量 r ( t ) 的线性函数,则同时求解 2s个顶点处

的 LM I约束便能得到满足含有不确定块的 LMI 的

解[ 6]。

　　求解灵敏度问题,相当于首先求解一个输出注

入问题,这一步决定了输出灵敏度问题控制性能可

以达到的最优值;然后求解一般输出反馈问题( 8) ,

由于式( 8) 包含了控制器( 3) 的动态特性和对象的

输入特性B2 ,一般不能恢复到输出注入( 9)的最优�
值,这时就要增加 �值,重复上述计算过程。

4　算　　例

　　对输出灵敏度问题, 以一个直升机模型为背

景
[ 7]
,即

A + �A ( r ) =

- 0. 036 6 0. 027 1

0. 048 2 - 1. 01

0. 100 2 0. 285 5 + r 1( t )

0 0

→

←

0. 018 8 - 0. 455 5

0. 002 4 - 4. 020 8

- 0. 707 1. 322 9 + r2 ( t)

1 0

B2 = [ 0. 442 2　3. 044 7　 - 5. 52　0]
T

C1 = [ 0　1　0　0]

C2 =
0 1 0 0

0 0 0 1

D 11 = 1, 　D 21 = [ 1　0] T

不确定性界设为 �r i( t ) �≤2, i = 1, 2。应用本文方法

对该输出端灵敏度问题进行求解, 这里有两个摄动

参数,因此其顶点数为 2
s
= 2

2
= 4。4个摄动顶点分

别为( - 2, - 2) , ( - 2, 2) , ( 2, - 2) 和( 2, 2)。当 r1

和 r 2分别取上述4组值时,每个与�A 有关的不等式

都成为 4个, 即 4个摄动顶点处的不等式。利用软件

MATLAB 5. 1中 LM I Control Toolbox 求解式( 9)

的 LM I, 应用函数命令

[ copt , xopt ] = mincx ( lmisys, c)

其中, copt给出最小的目标函数值, x opt给出最优决

策向量值[ 8]。得到的解为

�min = 1. 000 000 002 224 98

Y =

8. 518 5e + 006 2. 009 8e + 005

2. 009 8e + 005 1. 411 9e + 006

- 26 649 4 712. 9

- 2. 009 3e + 005 - 44 445

→

←

- 26 649 - 2. 009 3e + 005

4 712. 9 - 44 445

2. 879 8e + 005 - 3. 296e + 005

- 3. 296e + 005 2. 514 2e + 006

W o =

- 4. 691 7e - 006 4. 670 3e + 006

- 1 5. 791 9e + 006

6. 751 4e - 006 - 2. 701e + 006

1. 134 1e - 005 - 1. 413 3e + 006

�min即为 4个摄动顶点的最小目标函数值。将 �min , Y

和 W o 代入式( 8) 求解,此时这个 LM I无解, 而且 �
≤ 1. 2时均无解。降低对性能的要求,取 �= 1. 21,

应用函数命令

[ tmin, x feas] = feasp( lmisy s)

　　求解式( 8) 和( 9) ,其中tmin给出结束计算时的

t 值, x feas给出决策向量的值 [ 8]。得到对应的控制器

为

K ( s) =

1
( s + 1 191. 9) ( s + 213. 5) ( s + 5. 68) ( s + 0. 043)

×

[ - 4 907. 3( s + 0. 037 4) ( s + 6. 99 ±

3. 447i)　 - 46 852( s - 14. 01) ( s +

2. 688) ( s + 0. 041 9) ]

闭环系统灵敏度函数在对象 4个摄动顶点处的奇异

值波特图如图 1所示。

图 1　输出反馈时闭环系统灵敏度

函数的奇异值波特图

(下转第 616页)
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线如图2( b) 所示。使用不同的目标阻尼B t所得的一

组力矩响应曲线如图 2( c) 所示。可以看出,在采用

相同M t和K t的情况下,随着B t的增加,冲击力和力

超调变大,但是冲击之后力的振荡幅度减小,即接触

稳定性提高, 证明了实时调整阻尼参数的必要性。

5. 3　模糊自适应阻抗控制的仿真

采用与 5. 2节相同的仿真条件, 初始目标阻尼

B t0选为1. 5 N  m/ ( rad/ s) ,采用模糊自适应阻抗控
制算法进行仿真研究, 得到的力矩响应曲线如图

2( d) 所示。与图2( c) 相比, 力矩的超调明显减小,同

时接触稳定性也有所增强, 从而较好地解决了采用

恒定阻抗参数的阻抗控制所存在的问题。

6　结　　语

　　目标阻抗参数恒定的基于位置的阻抗控制,过

渡过程的稳定性和动态品质不能同时得到提高。针

对这一缺点, 本文提出一种基于滑模位置控制的模

糊自适应阻抗控制策略。使用滑模位置控制内环,可

以有效地增强系统的鲁棒性; 使用模糊控制器在线

调整目标阻尼参数,既可保证接触的稳定, 又可使力

超调减小。以机器人灵巧手单关节为对象,建立了仿

真对象及控制器的数学模型, 给出了滑模位置控制

器和模糊控制器的设计过程。仿真研究结果表明, 该

控制策略对于控制性能的提高有明显的作用, 是一

种有效而可行的控制方案。
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5　结　　论

　　1) 输出反馈的鲁棒性能设计包括两方面内容,

即输入(端)扰动的抑制和输出(端)灵敏度问题。本

文主要讨论输出灵敏度问题。由于参数不确定性系

统输出反馈的解(式( 8) )不是线性不等式, 所以应求

解式( 9) ,即先求解一个输出注入问题。输出注入问

题中的最优性能 �是灵敏度问题的性能极限,所以
这种分步求解的做法, 其物理概念比较清楚。

　　2) 本文为说明基本方法, 在算例中未加进权函

数。对于实际设计问题而言,应在对象中加上与性能

要求有关的权函数。
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