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一类不确定非线性系统的模糊动态输出反馈控制
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摘　要: 利用模糊 T 2S模型对一类不确定非线性系统进行模糊建模,在此基础上研究基于观测器的模

糊动态输出反馈控制, 给出了模糊闭环系统二次稳定的充分条件及其反馈控制增益和观测器增益的求

法,以及输出反馈控制器的设计方法。仿真结果证明所提出的控制方法是有效的。

关键词: 非线性不确定系统;模糊系统;动态输出反馈;二次稳定性

中图分类号: T P 202　　　　文献标识码: A

Fuzzy D ynam ic Output Feedback Con trol
for a Class of Uncerta in Non l inear System s

TON G S hao2cheng
1, ZH OU J un

2

(1. D epartm ent of M athem atic and Physic, L iaon ing Inst itu te of T echno logy, J inzhou 121001, Ch ina; 2. D epart2

m ent of Computer Science and Engineering, L iaon ing Inst itu te of T echno logy, J inzhou 121001, Ch ina)

Abstract: A class of uncerta in non linear system s are modeled by fuzzy T 2S model. O n the basis of the

fuzzy modeling, a fuzzy sta te feedback con tro ller and robust observer are designed. Based on linear m a2
t rix inequality, fuzzy sta te feedback gain m atrix and fuzzy observer gain m atrix algo rithm s are given.

T he fuzzy clo sed2loop system is p roved to be stab le.
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1　引　　言

　　利用模糊 T 2S 模型对不确定非线性系统的动

态特征进行描述和建模, 进而实现系统控制的设计

和稳定性分析,已成为当前模糊控制领域中的一个

研究热点,并取得了一些成果[1～ 5 ]。针对模糊T 2S模
型, T anaka 等[1, 2 ]提出了模糊系统的状态反馈及其

闭环系统稳定的充分条件以及鲁棒稳定性。鉴于文

献 [ 1, 2 ]要求系统的状态是可测的,M a 等[3 ]给出了

基于观测器的反馈控制及其闭环系统稳定的充分条

件。文献[ 1～ 3 ]的方法要求必须找到一个公共的正

定矩阵 P ,才能镇定系统,而且缺乏有效的算法。为

此Cao 等[4 ]提出用一组正定矩阵 (P 1, P 2,⋯, P m )来

代替公共的正定矩阵 P ,其反馈控制是基于线性不

确定系统理论而设计的。文献[ 5 ]借助于现代控制理

论的极点配置法对上述缺陷进行改进,但是文献[ 4,

5 ]要求系统的状态必须是可观测的,否则状态反馈

控制难以奏效。

　　本文在文献 [ 4, 5 ]的基础上, 利用模糊T 2S模

型对一类不确定非线性系统进行局部建模,得到一
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组模糊系统; 给出了基于观测器的动态输出反馈控

制和模糊闭环系统二次稳定的充分条件,利用LM I

方法设计出状态反馈增益矩阵和观测器增益矩阵,

从而解决了在系统状态不可测条件下,不确定非线

性系统模糊控制算法及其稳定性问题; 最后将所提

出的方法应用于倒立摆控制,仿真结果证明了所提

出控制方法的有效性。

2　模糊系统建模及其状态反馈控制

　　考虑由模糊 T 2S 模型所描述的不确定非线性

系统

R l: if z 1 ( t) is F l
1 and ⋯ and z n ( t) is F l

n

then
Xα( t) = A lX ( t) + B lu ( t)

Y ( t) = C lX ( t)
(2. 1)

其中, R l ( l = 1, 2,⋯,m ) 表示第 l条模糊推理规则,

Y ( t) 和u ( t) 分别为系统的输出和输入变量, X ( t) 为

系统变量。称式 (2. 1) 为第 l个局部模糊线性系统。

　　应用单点模糊化、乘积推理和中心加权反模糊

化模糊推理方法[1 ] ,可得全局模糊系统模型

　　Xα( t) = ∑
m

l= 1
Λl ( t) [A lX ( t) + B lu ( t) ] (2. 2)

　　Y ( t) = ∑
m

l= 1
ΛiC lX ( t) (2. 3)

其中

w l ( t) = ∏
n

j = 1
F l

j (z j ( t) )

∑
n

l= 1
w l ( t) ≥ 0,　w l ( t) ≥ 0

Λl ( t) =
w l ( t)

∑
n

i= 1
w i ( t)

,　∑
n

l= 1
Λl ( t) = 1

将整个系统的状态空间分成 m 个子空间 S l =

{X ûΛl (X ) ≥Λi (X ) , i, l = 1, 2,⋯,m , i≠ l},定义S l

上的特征函数为

Γl =
1,　X ∈ S l

0,　X | S l,
,　∑

m

l= 1

Γl = 1

则在每个子空间, 模糊系统模型可记为

Xα( t) = [A l + ∃A l (Λ)X ( t) ] +

　　　[B l + ∃B l (Λ) ]u ( t)

Y ( t) = C lX ( t) + ∃C lX ( t) ,　X ( t) ∈ S l

(2. 4)

其中

∃A (Λ) = ∑
m

i= 1, i≠l

Λi ( t)A i

∃B l (Λ) = ∑
m

i= 1, i≠l

Λi ( t)B i

∃C l (Λ) = ∑
m

i= 1, i≠l

Λi ( t)C i

子空间 S l 上的模糊系统 (2. 4) 称为第 l个模糊子系

统。

　　定义分段光滑的李亚普诺夫函数

　　V = X T PX = ∑
m

l= 1
ΓlV l = ∑

m

l= 1
ΓlX

TP lX (2. 5)

其中 P 1, P 2,⋯, P m 为正定矩阵, P = Γ1P 1 + ⋯ +

Γm P m。李亚普诺夫函数 (2. 5) 沿闭环系统 (2. 2) 的导

数定义为

dV öd t = L (X , t) (2. 6)

　　定义 1　模糊系统 (2. 2) 称为二次可稳定的,

如果存在分段连续的反馈控制 u ( t) = K (Λ)X ( t) ,

一组正定的矩阵 (P 1,⋯, P m ) 和常数 Α> 0,使得

L (X , t) ≤- Α‖X ‖2 (2. 7)

　　 文献 [ 4 ] 给出了在状态是可测的条件下,

∃A (Λ) 和 ∃B (Λ) 一致达到上界时, 模糊系统 (2. 2)

可二次稳定的充分条件如下:

　　定理 1[4 ]　模糊系统 (2. 2) 二次可稳定的充分

必要条件是存在反馈控制

u ( t) = ∑
m

l= 1
ΓlK lX ( t)

使得如下子系统

Xα( t) = (A l + E l1)X ( t) + (B l + E l2) K lX ( t)

X ( t) ∈ S l,　l = 1, 2,⋯,m

是二次稳定的。

　　定理 1的意义在于可将判别模糊系统 (2. 4) 稳

定性问题转化为判别m 个子系统的稳定性问题。特

别是在稳定性分析中,不必寻找公共的正定矩阵 P ,

从而改进了文献[ 2, 3 ] 的条件。

3　模糊动态输出反馈控制

　　一般说, 控制系统的状态不都是可直接观测

的。如果模糊系统 (2. 2) 的状态不可观测, 则定理 1

的结论不成立,于是设计观测器为

X
δõ ( t) = A lX

δ ( t) + B lu ( t) +

　　　　L l [Y ( t) - Yδ( t) ]

Yδ( t) = C lX
δ( t)

(3. 1)

设计输出动态反馈控制为

　　u ( t) = ∑
m

l= 1
Γlu l ( t) ,　u l ( t) = K lX

δ( t) (3. 2)
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定义观测器的误差 e ( t) = X ( t) - X
δ( t) ,则由式 (4)

和 (8) 得状态和误差方程为

Xα( t) =

[A l - B lK l ]X ( t) + (∃A l - ∃B lK l) ×

X ( t) + B lK le ( t) + ∃B lK lX ( t) (3. 3)

eα( t) =

[A l - L lC l ]e ( t) + (∃A l - L l∃C l -

∃B lK )X ( t) + ∃B lK le ( t) (3. 4)

定义分段光滑的李亚普诺夫函数

V = X TP cX + eT P 0e =

∑
m

l= 1
ΓlX

TP lcX + ∑
m

l= 1
Γle

T P l0e (3. 5)

其中, P c = Γ1P c1 + ⋯ + Γm P cm , P 0 = Γ1P 01 + ⋯ +

Γm P 0m。李亚普诺夫函数 (3. 5) 沿闭环系统 (3. 3) 和

(3. 4) 的导数定义为

dV öd t = L (X ( t) , e ( t) , t) (3. 6)

　　 定义 2　 模糊闭环系统 (3. 3) 和 (3. 4) 称为

二次可稳定的,如果存在分段连续的输出反馈控制

(3. 2) , 两组正定矩阵 (P 1c,⋯, P m c) , (P 10,⋯, P m 0)

和常数 Α> 0,使得

L (X , e ( t) , t) ≤- Α[‖X ‖2 + ‖e‖2 ]

　　假设 1　设[∃A l (Λ) , ∃B l (Λ) ] = D lF l ( t) [E l1,

E l2 ], ∃C l (Λ) = H lF l ( t) E l3。其中,D l, E l1, E l2, E l3 和

H l 为适当维数的已知常数矩阵, F l ( t) 为满足不等

式 F T
l ( t) F l ( t) ≤ I 约束的未知函数矩阵。

　　对于闭环系统 (3. 3) 和 (3. 4) 的二次稳定性问

题,有如下定理:

　　定理 2　设模糊系统 (2. 2) 满足假设 1,如果存

在两组正定的矩阵 (P 1c,⋯, P m c) 和 (P 10,⋯, P m 0) 使

得

　　S 1l =

　　 (A l - B lK l) T P lc + P lc (A l - B lK l) +

　　P lc (2D lD
T
l + B lB

T
l ) P lc + 2 (E l1 -

　　E l2K ) T (E l1 - E l2K l) + E l3E T
l3 < 0 (3. 7)

　　S 2l =

　　 (A l - L lC l) T P l0 + P l0 (A l - L lC l) +

　　2P lcD D T P lc + 2K T
l E T

2lE 2lK l +

　　P l0L lH lH
T
l L

T
l P l0 < 0 (3. 8)

　　证明　取李亚普诺夫函数

　V ( t) = V 1 ( t) + V 2 ( t) =

　∑
m

l= 1
ΓlX

T ( t) P lcX ( t) + ∑
m

l= 1
Γle ( t) T P l0e ( t) (3. 9)

V 1 ( t) 沿式 (3. 3) 对时间的导数为

　　Vα
1 ( t) =

　　∑
m

l= 1
ΓlX

T ( t) [ (A l - B lK l) TP lc +

　　P lc (A l - B lK l) ]X ( t) +

　　∑
m

l= 1
Γl2X T ( t) P lcB lK le ( t) +

　　∑
m

l= 1
Γl2X T ( t) P lc∃B lK lX ( t) +

　　∑
m

l= 1
Γl2X T ( t) P lc (∃A l - ∃B lK l)X ( t) (3. 10)

利用不等式 2X Y T ≤ ΕX TQ X +
1
ΕY TQ - 1Y ,Q > 0, Ε

> 0,则得

　2X T ( t) P lcB lK le ( t) ≤

　X T ( t) P lcB lB
T
l P lcX ( t) + eT ( t) K T

l K le ( t) (3. 11)

　2X T ( t) P cl∃B lK le ( t) =

　2X T ( t) P lcD lF l ( t) E 2lK le ( t) ≤

　X T ( t) P clD lD
T
l P lcX ( t) +

　eT ( t) K T
l E T

2lE 2lK le ( t) (3. 12)

　2X ( t) TP lc (∃A l - ∃B lK l)X ( t) =

　2X ( t) TP lcD lF l ( t) [E 1l - E 2lK l ]X ( t) ≤

　X ( t) T P lcD lD
T
l P lcX ( t) + X T ( t) [E 1l -

　E 2lK l ]T [E 1l - E 2lK l ]X ( t) (3. 13)

将式 (3. 11)～ (3. 13) 代入 (3. 10) 得

Vα
1 ( t) ≤∑

m

i= 1
Γ1X ( t) T { (A l - B lK l) T P lc +

P lc (A l - B lK l) + P lcB lB
T
l P lc +

2P lcD lD
T
l P lc + [E 1l - E 2lK l ]T [E 1l -

E 2lK l ]}X ( t) + ∑
m

i= 1
Γ1eT ( t) [K T

l K l +

K T
l E T

2lE 2lK l ]e ( t) (3. 14)

同理可得

Vα
2 ( t) ≤∑

m

l= 1
Γle

T ( t) [ (A l - L lC l) TP l0 +

P l0 (A l - L lC l) + P l0D lD
T
l P l0 +

K T
l E T

2lE 2lK l + P l0L lH lH
T
l L

T
l P l0 ]e ( t) +

∑
m

l= 1

ΓlX
T ( t) {[E 1l - E 2lK l ]T [E 1l -

E 2lK l ] + E T
3lE 3l}X ( t) (3. 15)

结合式 (3. 14) 和 (3. 15) 得

Vα( t) ≤

∑
m

l= 1
ΓlX

T ( t)S 1lX ( t) + ∑
m

l= 1
Γle

T ( t)S 2le ( t) =
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　　∑
m

l= 1
Γl [X T ( t) eT ( t) ]

S 1l 0

0 S 2l

X ( t)

e ( t)
≤

　　 - Κm in (S )
X ( t)

e ( t)

2

(3. 16)

因此模糊系统 (2. 2) 是二次可稳定的。(证毕)

　　 下面基于矩阵不等式方法 (LM I) ,给出控制器

中反馈增益阵 K l 和观测器增益阵L l 存在的条件及

设计方法。

　　矩阵不等式 (3. 7) 等价于

S 1l =

A lQ lc + Q lcA
T
l - (B l + E T

l1E l2) Y l -

Y T
l (B l + E T

l1E l2) T - (2D l1D
T
li + B lB

T
l ) +

Y T
l E T

l2E l2Y l + Q lcF
T
l F lQ lc < 0 (3. 17)

其中,Q lc = P - 1
lc , Y l = K lQ lc, F T

l = [E T
3l 2 E T

l1 ]。记

　M 1l = A lQ lc + Q lcA
T
l - (B l + E T

l1E l2) Y l -

　　　　Y T
l (B l + E T

l1E l2) T - (2D lD
T
l + B lB

T
l )

则由 Schu r分解方法得

M l1 E l2 F l

Y T E T
l2 - I 0

F T
l 0 - I

< 0

所以反馈增益矩阵为 K l = YQ - 1
lc = Y P lc, K =

∑
m

l= 1
ΓlK l。矩阵不等式 (3. 8) 等价于

S 2l =

A T
l P l0 + P l0A l - C T

l L
T
l P l0 - P l0L lC l +

2P lcD lD
T
l P lc + 2K T

l E T
2lE 2lK l +

P olL lH lH
T
l L

T
l P ol < 0 (3. 18)

令 P l0L l = W ,则式 (3. 18) 变为

　　S 2l = A T
l P l0 + P l0A l - C T

lW l -

　　　　W lC l + 2K T
l E T

2lE 2lK l +

　　　　2P lcD lD
T
l P lc + W lH lH

T
lW

T
l < 0 (3. 19)

由 Schu r [6 ] 分解方法得

M l1 D l0D l W lF l

D T
l P T

l0 - I 0

F T
lW

T
l 0 - I

< 0

所以观测器增益矩阵为

L l = W lP
- 1
lo ,　L = ∑

m

l= 1

ΓlL l

4　仿真研究

　　将本文提出的模糊反馈控制用于倒立摆系统,

倒立摆系统的动态方程为

　　xα1 = x 2

　　xα2 =

　　
g sinx 1 - m lx 2

2co sx 1 sinx 1öm + M
l (4ö3 - m co s2 (x 1) öm + M ) +

　　
co sx 1öm + M

l (4ö3 - m co s2 (x 1) öm + M ) u (4. 1)

其中, x 1 为摆与垂线的偏角, x 2 为角速度, g = 9. 8

m ös2 为重力加速度,m 为摆的质量,M 为小车的质

量, 2l 为摆的长度, u 为作用于小车的力。该例中取

m = 2 kg,M = 8 kg, 2l = 1 m。

　　应用如下模糊模型进行模糊建模,并设计模糊

反馈控制器和模糊观测器

R 1: if x 1 ( t) is abou t 0

then x ( t) = A 1x ( t) + B 1u ( t)

　　 y = C 1x ( t)

R 2: if x 1 ( t) is abou t ± Πö2

then x ( t) = A 2x ( t) + B 2u ( t)

　　 y = C 2x ( t)

其中

A 1 =
0 1

g
4lö3 - am l

0

B 1 =
0

a
4lö3 - am l

A 2 =
0 1

2g
Π(4lö3 - am lΒ2) 0

B 2 =
0

aΒ
4lö3 - am lΒ2

C 1 = [ 0　1 ],　C 2 = [ 0　1 ]

Β = co s88°

模糊隶属函数取为

Λ1 (x 1 ( t) ) =

1 -
1

1 + exp {- 7[x 1 ( t) - Πö4 ]}
×

1
1 + exp {- 7[x 1 ( t) + Πö4 ]}

Λ2 (x 2 ( t) ) = 1 - Λ1 (x 1 ( t) )

∃A 1 = Λ2 (A 2 - A 1)

∃A 2 = Λ1 (A 1 - A 2)

∃B 1 = Λ2 (B 2 - B 1)

∃B 2 = Λ1 (B 1 - B 2)

∃C 1 = ∃C 2 = 0
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图 1　系统状态

(a) 系统状态 x 1　 (b) 系统状态 x 2

图 2　系统状态的观测值

(a) 观测值 x 3　 (b) 观测值 x 4

图 3　观测误差曲线

(a) 误差曲线 e1　 (b) 误差曲线 e2

其中

a1 =
2g

Π(4lö3 - am lΒ2) -
2g

(4lö3 - am l)

b1 =
aΒ

4lö3 - am lΒ2 -
a

4lö3 - am l

D 1 =
0

1
,　E 1 = [a1　0 ]

E 12 = b1,　D 2 = D 1,　E 2 = - E 1

E 21 = - E 11,　F 1 = Λ1,　F 2 = Λ2

　　假设条件 1成立。通过解LM I不等式 (3. 18) 和

(3. 19) 可得反馈控制增益和观测器增益为

K 1 = [ 403. 2　974. 1 ],　K 2 = [ 14 032　5 159 ]

L 1 = [ 250　300 ],　L 2 = [ 250　300 ]

　　选取初始条件: x 1 (0) = 68°, x 2 (0) = 0, x 3 (0)

= xδ1 (0) = 68°, x 4 (0) = xδ2 (0) = 0,仿真结果如图 1

～ 图 3所示。

5　结　　论

　　本文利用模糊 T 2S 模型对一类不确定非线性

系统进行局部建模, 得到一组不确定模糊系统, 给

出了基于观测器的动态输出反馈控制律实现模糊系

统二次稳定的充分条件,并指出输出反馈控制律可

由两个LM I的求解构造。仿真结果证明了所提出的

控制方法的有效性。
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