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一类输入为扇区非线性的不确定
动力系统的指数镇定
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摘　要: 研究一类输入为扇区非线性的不确定动力系统的指数镇定问题,在假设系统不确定性满足匹

配条件的情况下,基于 Lyapunov 稳定性理论给出了一种连续型的鲁棒指数镇定控制器方案。在模型的

部分不确定上界未知时修改了控制器,并得出全局渐近收敛的结果。算例仿真结果证实了设计方案的有

效性。
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Abstract: T he problem of exponential stabilization fo r a class of uncer tain sy stems w ith sect or nonlinear

input is discussed. Under the matching condition, a kind o f continuous robust contr oller is presented

based on Lyapunov stability theor y, which guar antees exponential stabilit y of the closed-lo op systems.

M oreover, w hen the upper bounds o f some uncerta inties are unknow n, the contro l is rev ised to guaran-

tee g lobally asymptot ical stabilizat ion. A numer ical exam ple dem onstrat es t he effect iveness of t he pr o-

posed method.
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1　引　　言

　　不确定非线性动力系统的鲁棒镇定, 一直是控

制理论界深受重视的课题之一
[ 1～6]
。最近,文献[ 7]

应用变结构控制讨论了一类输入为非线性的线性不

确定系统的镇定问题, 在系统不确定性满足匹配条

件下,利用滑模控制取得了较好的镇定效果。文献

[ 8]基于无源性理论,针对文献[ 7]中的不确定系统,

利用切换来克服系统的不确定性,使系统具有一定

的鲁棒性,并将研究结果推广到非线性系统。但他们

都只考虑了使闭环系统渐近稳定,没有涉及闭环系

统的指数稳定性。然而在一些实际应用中,常需要闭
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环系统是指数稳定的, 因为指数稳定的系统具有清

晰的暂态性能等优点。这使得对其研究更为重要。

　　本文针对文献[ 8]的输入为扇区非线性的不确

定动力系统在标称系统可反馈指数稳定的条件下,

基于 Lyapunov 理论设计了一种非线性鲁棒状态反

馈控制器。所设计的控制器控制作用连续, 且可保证

反馈后的闭环系统是指数稳定的。另外,在部分不确

定性上界未知时, 我们修改了原来的控制律,设计了

一种简单的自适应鲁棒控制器, 仍可使整个闭环系

统达到全局渐近稳定。

2　问题描述与假设

　　考虑下列不确定非线性动力系统

x�= f ( x ) + � f ( x ) + [ g ( x ) +

�g( x , q) ] � ( u) + p ( x , t ) ( 1)

式中, x ∈R
n是系统的状态, u( t )∈R

m是控制输入,

� : R m→ R
m 连续; � ( 0) = 0, q( t ) ∈R

p 是不确定参

数向量; f ( x ) , �f ( x ) , g ( x ) , �g( x ) , p ( x , t ) 是具有
适当维数的光滑函数或矩阵。

　　 设 f ( 0) = 0, 不确定向量 q (�) : R → R
p 是

Lebesgue 可测函数, 其值域 � R
p ( 0∈ ) 是一给

定闭集且有界。用 ‖x‖ 表示向量或矩阵 x 的

Euclidean 模, � x 表示对 x 的梯度算子, !max (W ) ,

!min(W ) 分别表示矩阵 W 的最大、最小特征值。下面

给出一些假设条件:

　　假设 1　对于 x ∈ R
n
, q∈  和 t∈ R, 存在

有界连续函数 H ( x , q) , E( x , p ) , F ( x , t ) 及 ∀1 ( x ) ,
∀2( x ) , ∀3 ( x ) ,使得

� f ( x , q ) = g ( x ) H ( x , q )

�g( x , q ) = g ( x ) E ( x , q)

p ( x , t) = g( x ) F( x , t)

max
q∈ 
‖H ( x , q)‖≤ ∀1( x )

max
q∈ 
‖E ( x , q)‖≤ ∀2( x ) < 1

max
t
‖F ( x , t )‖≤ ∀3( x )

　　假设 2　 非线性输入 � ( u) 满足
h1u

T
u ≤ u

T � ( u) ≤ h2u
T
u

其中 　　　h2 ≥ h1 > 0

　　假设 3　 存在 #( x ) 使得
x
�( t ) = f ( x ) + g( x )#( x )

是指数渐近稳定的, 即对  x ∈ R
n
, 存在正定函数

V (�) : R n → [ 0, ∞] , 满足

!min‖x‖
2
≤ V ( x ) ≤ !max‖x‖

2
, 　V

�

≤- ∃V ( x )

其中 !min, !max 和 ∃是正定的常数。

3　主要结果

　　定理 1　如果不确定非线性系统( 1) 满足假设

1～ 假设 3, 则存在下列非线性反馈控制

u( x ) =
#( x )
a

-
%( x )

a(‖%( x )‖ + &‖x‖2)
∋( x )

( 2)

可使相应的闭环系统是指数渐近稳定的。

‖x ( t )‖≤
!max

!min‖x ( t0 )‖exp -
1
2
#( t - t0 )

( 3)

其中, % = ∋( x ) g T( x ) � xV ( x ) , &是满足 #= ∃ -

&/!min > 0的正定的常数, ∋( x ) , k1, a, (( x ) 分别决定
如下

∋( x ) ≥ ‖(( x )‖
1 - k 1

k1 =
h2 - h1 + ∀2 ( h2 + h1 )
h2 + h1 + ∀1 ( h2 - h1 )

a =
h2 + h1 + ∀2 ( h2 - h1 )

2

(( x ) = k1‖#( x )‖ + ∀1 ( x ) + ∀3( x )

　　注1　由∀2 < 1,易知 k 1 < 1,所以∋为一正数。
　　证明　在假设3成立的条件下,可知存在#( x )
使得 x

�= f ( x ) + g ( x )#( x ) 是指数渐近稳定的。系
统( 1) 经反馈 u = #( x ) / a + v 变为

x
�= f ( x ) + g( x )#( x ) + ag ( x ) ×

v +
I + E( x , q)

a
� #( x )

a
+ v -

#( x )
a

+ v +
H ( x , q)

a
+

F( x , t)
a

由假设 1得

H ( x , q)
a

≤
∀1( x )

a

F ( x , t )
a

≤
∀3( x )

a

( 1 - ∀2) h1

a
- 1

#( x )
a

+ v
T #( x )

a
+ v ≤

( 1 + ∀2) h2

a
+ 1

#( x )
a

+ v
T #( x )

a
+ v

从而可得

　　
I + E ( x , q)

a
� #( x )

a
+ v -

　　
#( x )
a

+ v +
H ( x , q)

a
+

F( x , t )
a

≤

　　
k 1‖#( x )‖ + ∀1 ( x ) + ∀3( x )

a
+ k1‖v‖ =
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　　(( x ) / a + k 1‖v‖

取假设 3 中的正定函数 V ( x ) 作为闭环系统的

Lyapunov 函数,则有

V
�

≤- ∃V ( x ) + � T
x Vag v +

(( x )
a

+ k 1‖v‖

取 v ( x ) = - %( x )
a(‖%( x )‖ + &‖x‖

2
)
∋( x ) ,则得

V
�

≤- ∃V ( x ) + &
!min

V ( x ) - ‖g
T� xV‖×

( 1 - k1 ) ∋- (
1 - k 1

≤- #V ( x )

故有

V ( x ( t) ) ≤ V ( x ( t 0) ) exp{ - #( t - t0 ) }

由 !min‖x‖
2
≤ V ( x ) ≤ !max‖x‖

2
,得

‖x ( t)‖2≤ V ( x ) / !min≤

V ( x ( t0) )
!min exp{ - #( t - t 0) } ≤

!max

!min‖x ( t0 )‖2exp{ - #( t - t0 ) }

故有式( 3) 成立。(证毕)

　　注 2　由式( 2) 知

‖u( x )‖≤ ‖#( x )‖ + ∋( x )
a

因此在不确定上界已知的情况下, 设计的反馈控制

u( x ) 是有界的。

　　 在上述控制律中, 我们假定不确定性上界

∀1( x ) , ∀2 ( x ) , ∀3 ( x ) 是已知的。受文献[ 9] 的启发,

在下面的定理中, 我们放松这一条件,即在部分不确

定上界 ∀1( x ) 和 ∀3( x ) 未知时设计控制律。

　　定理 2　 若系统不确定性上界 ∀1( x ) 和 ∀3( x )

未知,修改的辅助控制律如下

u( x , t) =
#( x )
a

-
%( x , t )∋( x , t)

a(‖%( x , t)‖ + &‖x‖2)

( 4)

其中 %( x , t ) 和 ∋( x , t ) 分别确定如下
%( x , t) = ∋( x , t) gT� xV

∋( x , t ) ≥ (
^
( x , t)

( 1 - k1 )
, 　(!

�

= cg
T � xV

则在此控制律下, 整个闭环控制系统仍是全局渐近

稳定的。

　　证明　选用Lyapunov函数V′= V +
1
2c
( (!-

() 2。与定理 1的证明类似,则有

V
�
′
≤- ∃- &

!min V ( x ) - ‖g
T � xV‖×

( 1 - k 1) ∋- (!( x , t )
1 - k 1

≤- #V ( x )

故定理 2得证。

　　注3　定理2提出了一种简单的自适应鲁棒控

制策略,它比传统的自适应控制计算量少得多,更易

于实现,且能使闭环系统达到全局渐近稳定。但定理

2只考虑了 ∀1( x ) 和 ∀3( x ) 未知的情况, 对∀2 ( x ) 未

知的情况未加考虑。

　　作为上述定理的一个特例, 考虑下列输入为扇

区不确定动力系统

x
�= ( A + �A ) x +

( B + �B ) � ( u) + f ( t ) ( 5)

式中, x ∈R
n
, u ∈R

m
, � : Rm

→ R
n
连续, � ( 0) = 0,

�A 和 �B 分别为矩阵 A 和 B 的不确定性。

　　假设 4　矩阵对( A , B) 完全可控,且存在正常

数 #n > 0,正定阵 Q > 0, 使下列 Riccat i方程

( A + BK + #nI ) TP +

P ( A + BK + #nI ) + Q = 0

有正定对称解 P > 0。

　　假设 5　不确定性满足匹配条件, 即存在矩阵

H , E , G, 满足

�A = BH ,　‖H‖≤ ∀1

�B = BE , 　‖E‖≤ ∀2

f ( t) = BG ,　‖G‖≤ ∀3

　　假设 6　非线性输入 � ( u) 满足

h1u
T
u≤ u

T� ( u) ≤ h2u
T
u

其中 ∀2 < 1, 　h2≥ h1 > 0

　　取Lyapunov函数V ( x ) = x
T
Px , 由定理1不难

得到如下结论:

　　推论1　假定系统满足假设4～假设6, 则存在

下列非线性状态反馈控制

u( x ) =
K x
a

-
B

T
Px∋!2( x )

a(‖B
T
Px‖∋!2 ( x ) + )‖x‖2 )

( 6)

可使反馈后的闭环系统是指数稳定的, 且有

　　‖x ( t )‖≤

　　
!max( P )
!min ( P )‖x ( t0 )‖exp -

1
2 ∀( t - t0 )

其中

∋!≥
k‖x‖ + ∀3

1 - k1
,　k = k1‖K‖ + ∀1

k 1 和 a 的取值与定理 1 相同, )是满足 ∀ = #n -

)/!min( P ) > 0的正定的常数, #n和 P 的取法满足假

设 4。
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4　仿真实例

　　考虑如下线性不确定方程 [ 8]

　x
�= A x + B( � ( u) + E � ( u) + H x + G) ( 7)

其中

　　A =
1 0

- 2 - 1
,　B =

1

1

　　H = [ 0. 6sinx 1　0] ,　x = [ x 1　x 2]
T

　　� ( u) = 1
2
[ ( h2 + h1) - ( h2 - h1) cos( 10u) ] u

　　E = 0. 4sinu, 　G = 0. 6sin5t

　　h1 = 0. 5, 　h2 = 1. 5

　　显然,可取 ∀1 = 0. 6, ∀2 = 0. 4, ∀3 = 0. 6。再取

　K = - 2　
1
2 , 　P =

8 0

0 1
,　)= 1

2

即可满足推论 1的条件。通过 Matlab 仿真得到图 1

的仿真结果 , 其中系统 ( 7)的初始状态取为x 1=

1. 5, x 2 = 2. 0。与文献[ 8] 的结果相比, 由于可以通

图 1　 满足推论 1 条件的仿真结果

图 2　 采用定理 2 自适应控制器的仿真结果

过适当选取)而增大∀,故本文所采用的控制律可使
系统收敛速度更快。当 ∀1 和 ∀3未知时, 采用定理 2

所设计的自适应控制器, 所得的仿真结果如图 2所

示。由图 1和图 2可以看出, 采用本文给出的控制

律,无论是在不确定界已知还是未知的情况下,都能

得到很好的暂态性能。

5　结　　论

　　本文研究了一类输入为扇区非线性的不确定系

统的反馈指数镇定问题, 给出了镇定这类系统的一

种新的鲁棒控制方法。与文献[ 8]相比,本文给出的

控制律能使系统具有清晰的暂态性能, 且所设计的

控制律控制作用连续,避免了文献[ 8]中由于引入符

号函数而引起的抖颤现象。
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