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航迹辨识系统中约束方差滤波的容许模型噪声
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摘　要: 根据 Kalman 滤波的最小方差特性, 分析测量噪声一定时 Kalman 滤波方差随系统模型噪声强

度变化的规律, 并在模型噪声和测量噪声一定时, 给出求解当前估计型稳态 Kalm an 滤波的 LMI 方法。

针对测量噪声一定的系统设计一种滤波器, 它在保证滤波误差方差满足指定上界约束下,容许系统有尽

可能大强度的模型噪声,并用航迹辨识系统的算例对所给出的结果做了说明。
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Abstract: W it h the least-variance char acter istic o f Kalman filter , the r elation betw een the var iance of

Kalman filter and intensities o f model no ise is first analy zed under the condit ion of a giv en measurem ent

no ise, then an LMI approach-based so lution to steady curr ent-estim ation-type filter is pr esented w hen

bo th intensities of m odel no ise and measurement no ise ar e fixed. Fo r the sy st em w ith g iv en measure-

ment no ise and t he r estr iction o f er r or-variance upper-bound, the filt er admits t he system to have model

no ise with intensity as lar ge as po ssible. An example o f t he t raject or y identificat ion system is pr oposed

t o demonstra te the conclusion.
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1　引　　言

　　经典 Kalman 滤波是一种最小方差滤波, 并未

顾及系统的鲁棒性。而在一些实际工程中, 往往只要

求估计误差方差满足一定的上界, 且具有一定的鲁

棒性。有关估计误差方差约束的滤波问题, 一般采用

矩阵分解方法来求解[ 1, 2]。

　　本文基于某 C
3
I 系统中的航迹辨识问题, 研究

一种 Kalman 当前估计型稳态满意滤波
[ 3]的设计问

题。当测量噪声强度给定时,该滤波器在满足指定的

估计误差方差上界约束下, 容许系统有尽可能大强

度的模型噪声。其工程意义在于:当传感器系统选定

后, 在满足估计误差方差精度的前提下, 滤波器能

尽可能大范围地适应目标的机动。首先根据Kalman
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滤波的最小方差特性, 揭示了测量噪声一定时

Kalman滤波方差随系统模型噪声强度变化的规律,

并在系统模型噪声和测量噪声一定时,给出求解当

前估计型稳态 Kalman 滤波的 LM I 方法;然后将所

研究的满意滤波的设计问题成功地转化成 LM I 约

束的求解问题, 该问题可借助于 Matlab-LM I 计算

软件进行求解,并给出了作为滤波误差方差上界的

指标应满足的条件。

2　问题描述

　　假设存在如下定常随机系统

( � ) :
x( k + 1) = A x( k) + w( k )

y ( k) = Cx( k) + v( k )
( 1)

其中, x( k) 为 n维状态向量,且初始均值为 x0, 方差

为 X 0 ; y ( k) 为 m 维测量向量; w( k) 为零均值、强度

为W 的n维正态模型噪声; v( k) 为零均值、强度为V

的 m 维正态测量噪声; A 为 n× n状态转移矩阵, C

为 m × n测量系数矩阵,且矩阵对( A , C) 可观测。

　　对于系统( � ) , 考虑如下形式的当前估计型稳
态滤波器

x
�( k + 1) = Ax

�( k) + K [ y ( k + 1) - CAx
�( k) ]

( 2)

其中K 为待定定常滤波增益。则估计误差e( k + 1) :

= x( k + 1) - x
�( k + 1) ,满足如下滤波方程( � e)

　　e( k + 1) = ( I - K C) A e( k ) +

　　　　　　　( I - KC) w( k) - K v( k ) ( 3)

其相应稳态滤波方差

P : = lim
k→∞
P k: = l im

k→∞
E { e( k ) e( k ) T} ( 4)

满足

P = ( I - KC) ( APA
T
+ W ) ( I -

KC)
T
+ KV K

T
( 5)

　　为了叙述方便, 本文除常用标准符号外, 对于

两个同维向量M和N,用M≤N表示各分量不等式

同时成立; diag ( P) 表示方阵 P 的主对角元素组成

的行向量。并引入如下记号

f ( P , K ) : = - P + ( I - K C) ( A PA T +

W ) ( I - K C) T + KV K
T ( 6)

　　对于当前型估计( 2) ,其稳态Kalman滤波增益

K 与相应稳态误差方差 P 满足

K = ( A PA
T
+ W ) C

T
[ C( A PA

T
+

W ) C
T
+ V ]

- 1
( 7)

将式( 7) 代入( 5) ,可得误差方差阵P 的代数 Riccat i

方程

P = APA
T
- ( A PA

T
+ W ) C

T
[ C( A PA

T
+

W ) C
T
+ V ]

- 1
C( A PA

T
+ W ) + W ( 8)

由式( 8) 可得当前估计型稳态 Kalman 滤波的误差

方差及滤波增益。

　　本文的目的是根据 Kalman滤波的最小误差方

差特性, 给出求解稳态当前估计型 Kalman 滤波的

LM I方法; 在此基础上研究系统测量噪声固定时,

具有误差方差上界约束的满意滤波, 使其容许系统

有尽可能大强度的时不变模型噪声。

3　主要结论

　　定理 1　 滤波增益 K 使误差系统( � e) 渐近稳
定,当且仅当矩阵变量 Q的不等式

f ( Q, K ) < 0 ( 9)

有正定解,并且若滤波增益 K 使误差系统( � e) 渐近
稳定,则相应( � e) 的稳态方差阵 P 是集合 � ( K ) 的
下确界,从而P可通过求解min{ t rQ : Q∈� ( K ) } 得
到。这里 � ( K ) : = {Q : Q正定且满足不等式( 9) }。

　　 证明 　 定理的前半部分可由离散方程的

Lyapunov稳定性理论证得。设K 是使系统( � e)渐近

稳定的任一滤波增益,则式( 9) 总有正定解,且其任

一正定解Q必满足Q > P。而对任意正整数m,若记

Qm为如下方程的唯一正定解

( I - K C) ( A QA
T
+ W ) ( I - KC)

T
-

Q + KV K
T +

1
m
I = 0

则 Qm 满足式( 9) ,从而矩阵列{Qm} 单调递减,且 Qm

> P。上式关于m取极限, 即得Qm以P 为极限(因为

P 是式( 5) 的唯一正定解) ,因此 P 是解集 � ( K ) 的
下确界。而式( 9) 是矩阵变量Q 的线性不等式,所以

� ( K ) 是凸矩阵集, 且 � ( K ) 的下确界 P 就是

min{ t rQ : Q∈ � ( K ) } 相应的极小阵。(证毕)

　　 记 � = { ( P , K ) � f ( P , K ) < 0, P > 0}。由

Kalman滤波误差方差阵 P Kal 最小可得,对所有( P ,

K ) ∈ � ,均有 P Kal < P , 且 P Kal 是 � 的下确界, 故

( PK al, K Kal) 是如下约束极值问题的相应极小点。

min{ t rP � f ( P , K ) < 0} ( 10)

　　定理 2　当随机测量噪声强度 V 固定时,误差

系统( � e) 的稳态Kalman滤波方差阵 P 是模型噪声

强度 W 的单调递增函数,即若 0 < W 1 < W 2 ,则 P 1

≤P 2 ,其中 P i 分别是相应于 W i ( i = 1, 2) 的稳态

Kalman滤波方差阵。

　　证明　记P i相应的稳态Kalman滤波为K i, 则

对 P2和 K 2, 有
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( I - K 2C) ( A P 2A
T
+ W 2 ) ( I -

K 2C) T - P2 + K 2V K
T
2 = 0

由 0 < W 1 < W 2 ,易得

( I - K 2C)W 1( I - K 2C) T ≤

( I - K 2C)W 2( I - K 2C)
T

从而有

f ( P2 , K 2;W 1 ) : =

( I - K 2C) ( A P 2A
T
+ W 1 ) ( I -

K 2C) T - P2 + K 2V K
T
2 ≤ 0

而 P 1是相应于模型噪声强度W 1的稳态 Kalman滤

波方差,从而对如下不等式的任意解( P, K )

f ( P, K ;W 1 ) : =

( I - K C) ( A PA
T
+ W 1 ) ( I - KC)

T
-

P + K V K
T < 0,　P > 0 ( 11)

均有P 1 < P。而式( 11) 显然存在一个解序列( P
( m)
,

K
( m)
) ,以( P2 , K 2 ) 为极限,所以有 P 1≤ P 2。(证毕)

　　记Q = P
- 1 , S = QK ,则 f ( P , K ) < 0, P > 0

等价于

( Q - S C) ( A Q
- 1
A

T
+ W ) ( Q - S C)

T
+

SV S
T
- Q < 0,　Q > 0 ( 12)

　　定理 3　 设( Q * , S * ) 是如下 LMI

- Q QA - S CA Q - SC S

(QA - SCA ) T - Q 0 0

Q - CTS T 0 - W - 1 0

ST 0 0 - V - 1

< 0

( 13)

约束极大值问题 max { t r( Q ) } 的极值点,则系统( � )
的稳态 Kalman 滤波增益及误差方差分别为

K Kal = ( Q* )
- 1
S * , 　P Kal = ( Q * )

- 1

　　证明　利用Schur补引理, 易得( Q, S ) 的非线

性不等式( 12) 有解, 等价于( Q , S ) 的 LM I( 13) 有

解,因而由上述分析即得定理结论。(证毕)

　　当系统没有模型噪声,即 W = 0时,设Q 0是变

量 Q和 S 的如下不等式

- Q QA - S CA S

( QA - S CA ) T - Q 0

S
T 0 - V

- 1

< 0

( 14)

约束下 max { t r( Q ) } 相应的极大阵,则 P 0 = ( Q 0) - 1

为相应稳态 Kalman滤波的误差方差阵。对于满足

 2 > diag ( P 0) 的方差上界指标  2, 当系统含有小强
度模型噪声时, 总存在一种定常滤波, 使方差约束

diag ( P) <  2 得以满足。特别地, 研究一种滤波, 使

其在满足方差约束 diag ( P ) <  2下, 容许系统有尽

可能大强度的模型噪声, 具有实际工程意义。

　　对于给定方差上界指标 2 :  2 > diag ( P0 ) ,根据

定理2, 要获得方差约束diag ( P ) <  2下滤波器能辨
识强度尽可能大的模型噪声, 就要求满足 diag ( P )

<  2的所有滤波方差阵中非对角元可取尽可能大
数值的矩阵P。

　　 现给出本文所研究问题的一种滤波设计方法

如下:

　　Step1:利用 Matlab-LM I解(M , Q, S ) 在 LM I

　

- Q QA - SCA Q - S C S

( QA - SCA ) T - Q 0 0

Q - CTST 0 - M 0

ST 0 0 - V - 1

< 0

( 15)

- P 1 I

I - Q
< 0 ( 16)

约束下 min{ t rM} 的相应极小点(M L , Q L , SL ) , 其中

矩阵 P 1和 P0具有相同非对角元素, 且 diag ( P1 ) =

 2。则 K = ( Q L )
- 1
SL 为一满足方差约束 diag( P ) ≤

 2的鲁棒滤波,它容许系统有强度为 W U = (ML ) - 1

的模型噪声, 亦即对所有强度为W : 0 < W < W U的

模型噪声, 该滤波的稳态误差方差均满足 diag ( P )

≤  2。
　　Step2: 对 W : = W U , 根据定理 3求出相应的

P Kal, 并令 P0 : = P Kal,然后返回Step1, 直至 P0的非

对角元素不再增加为止。因为每步都是求解凸优化

问题,一般经几次循环便可获得较满意的结果。

4　算　　例

　　某航迹辨识系统的参数分别为

V = 9× 10
6
,　C = [ 1, 0, 0]

W =

6 542. 45 987. 54 0. 625

987. 54 198. 125 10

0. 625 10 160

A =

1 10 0. 621

0 1 0. 063

0 0 0

根据定理 1, 利用 Matlab-LMI 软件, 解得稳态

Kalman滤波增益 K Kal 及误差方差 PK al 分别为

K Kal =

0. 266 4

0. 004 1

0. 000 0

　　P Kal =
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2. 41× 10
6

3. 69× 10
4

0

3. 69× 10
4

1. 20× 10
3

0

0 0 2. 00× 10
2

通过求解 Riccat i方程得到稳态 Kalman 滤波增益

K′Kal 和误差方差 P′Kal分别为

K′Kal =

0. 264 4

0. 004 0

0. 000 0

P′Kal =

2. 38× 106 3. 64× 104 4. 60× 10- 1

3. 64× 104 1. 21× 103 0. 10× 102

4. 60× 10- 1 0. 10× 102 1. 60× 102

当 W = 0, V 不变时,解得

P0 =

5. 52× 102 8. 77 × 10- 4 - 1. 34 × 10- 9

8. 77 × 10- 4 2. 82 × 10- 9 - 8. 93 × 10- 11

- 1. 34× 10- 9 - 8. 93× 10- 11 1. 42× 10- 9

　　为进行比较, 假设系统对滤波误差的精度要求

为  2 = 4diag ( P Kal)。根据所给出的设计方法,循环3

次便得到满意鲁棒滤波增益

K = [ 0. 548 2, 0. 003 9, 0]
T

其容许系统的模型噪声强度为

W U =

1. 12 × 106 3. 82 × 103 1. 02

3. 82 × 103 3. 10 × 102 - 2. 23× 10- 2

1. 02 - 2. 23 × 10- 2 7. 99× 102

而与该模型噪声相应的滤波误差方差阵为

P =

3. 96 × 106 4. 00 × 104 4. 83 × 10- 1

4. 00 × 104 2. 58 × 103 - 2. 64 × 10- 2

4. 83 × 10- 1 - 2. 64 × 10- 2 7. 99 × 102

　　由此可见,当给定精度范围  2 = 4diag ( PK al ) ,

且传感器选定时, 便得到系统模型噪声的上界 W U ,

从而给出滤波器允许的适应目标的机动最大范围。

5　结　　论

　　本文针对离散随机系统的当前估计型稳态

Kalman滤波, 在模型和测量噪声固定时,给出了基

于 LM I 方法的求解方法。在此基础上,给出了求解

容许系统有尽可能大强度模型噪声的约束方差滤波

方法。该方法也可推广用于研究含有噪声方差约束

的其它工程问题。

参考文献:

[ 1] Wang Zidong , Guo Zhi. Robust constr ained var iance

estimation for discr ete systems w ith model no ise inten-

sit y uncer taint y and its application[ J] . Chinese J o f Au-

tomation, 1996, 8( 3) : 249-253.

[ 2] Z idong Wang , Zhi Guo, H Unbehauen. Robust H 2/

H ∞-st ate estimat ion fo r discret e-time systems w ith er-

r or var iance constr aints [ J] . IEEE T rans on Autom

Cont r, 1997, 42( 10) : 1431-1435.

[ 3] Guo Zhi. A sur vey of satisfy ing contr ol and estimation

[ A ] . P ro c of the 14th IFAC Congress [ C ] . Beijing ,

1999. 443-447.

　　(上接第 552页)

参考文献:

[ 1] Ho rnik K, Stinchcombe M , White H. Multilay er feed-

fo rw ard netw orks are univ ersal appro ximato rs [ J ] .

Neural Netw o rks, 1989, 2( 5) : 359-366.

[ 2] Chen S, Billings S A . Neural netwo rks fo r nonlinear

dynamic sy st em modeling and ident ification [ J ] . I nt J

Contr ol, 1992, 56( 2) : 319-346.

[ 3] Sungzoon. Reliable ro ll fo rce prediction in cold mill us-

ing multiple neural netw orks[ J ] . IEEE Trans on Neu-

ral Netw o rks, 1997, 21( 9) : 981-996.

[ 4] N ikr avesh M . Model identification of nonlinear time

variant pr o cesses v ia ar tificial neur al netw o rk[ J] . Com-

puters & Chemical Eng ineering, 1996, 20 ( 11) : 1277-

1290.

[ 5] Wang Yalin, Gui Weihua , Chen Xiaofang et al. Neural

netwo rk modeling fo r composition pr edict ion o f Pb-Zn

sinter in imper ial smelting pro cess[ A ] . Pr oc of the An-

nual Chinese Automation Conf in the U K [ C ] . Dx ford:

Paciland Int Limited, 1999. 21-24.

[ 6] 王旭东, 邵惠鹤.基于神经网络的通用软测量技术[ J] .

自动化学报, 1998, 24( 5) : 702-706.

[ 7] 罗荣福,邵惠鹤. 分布式网络局部学习方法及其在推断

控制中的应用[ J] . 自动化学报, 1994, 20( 6) : 739-742.

[ 8] Pedry cz W. Conditional fuzzy clustering in the design of

radial basis function neural netw orks[ J] . IEEE T rans

on Neural Net wo rks, 1998, 9( 4) : 601-612.

[ 9] Chiu S. Fuzzy model identificat ion ba sed on cluster esti-

mation [ J] . J o f Intelligent & Fuzzy Sy st ems, 1994, 2

( 3) : 267-278.

556 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 1 年


