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一类混沌系统的单向耦合同步方法及其条件

蒋国平,王锁萍
(南京邮电学院 电子工程系,江苏 南京 210003)

摘　要: 利用L yapunov稳定性理论,研究一类混沌系统的单向耦合同步问题。提出该类混沌系统单向

耦合同步条件,并将该方法和条件应用于蔡氏混沌电路,得到单向耦合蔡氏电路混沌同步方法和条件。

仿真结果表明了该方法的有效性。
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Synchron ization for a Class of Chaotic System s through
Un id irectiona lly Coupl ing and Its Cond ition s
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(D epartm ent of E lectron ic Engineering, N an jing U niversity of Po sts & T elecomm unications,N an jing 210003, Ch ina)

Abstract: Based on L yapunov theo ry, the synch ron ization fo r a class of chao tic system s th rough unidi2
rect ionally coup ling is studied, and its condit ions are p resen ted. T hen, the m ethod is app lied to Chua’

s circu it. T he synch ron ization m ethod of un idirect ionally coup ling Chua’s circu its and its condit ions are

ob tained. A sim ulation examp le show s its effectiveness.
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1　引　　言

　　混沌系统对初值具有极端敏感性,也就是说,结

构和参数完全相同的两个混沌系统,只要初始值稍

有不同,它们的发展轨迹则变得互不相关。因此,如

何控制两个混沌系统,使得它们的运动轨迹相互跟

踪,即使得两个混沌系统同步问题,得到了广泛的重

视与研究[1～ 9 ]。

近年来的研究与应用表明,混沌同步在通信、控

制等领域显示出良好的应用前景[1, 2 ]。Peco ra 和

Carro ll 提出了混沌同步概念及其驱动2响应方

法[3, 4 ] ,他们将系统分成两个子系统,即驱动子系统

(D 系统)和响应子系统 (R 系统) ,然后对响应子系

统进行复制,并用驱动子系统产生的信号驱动该复

制的系统。文献[ 1 ]设计出一种利用蔡氏电路产生的

混沌信号作为伪信号,并用驱动2响应方法进行同步
的保密通信系统。但是,对于某些实际的非线性系

统,由于物理本质或天然特性等原因,系统无法分解

为两个子系统, 这时驱动2响应方法也就无能为力
了。近年来, 许多学者利用耦合方法实现混沌同

步[5～ 8 ],其中文献[ 5, 7, 8 ]利用耦合方法使得两个蔡

氏混沌电路同步,并且文献[ 7, 8 ]还利用线性系统稳
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定性理论研究了耦合蔡氏电路混沌同步的条件。

　　本文基于单向耦合方法,研究混沌同步控制问

题。与文献 [ 7, 8 ]不同的的是,本文利用L yapunov

稳定性理论研究混沌同步条件,并给出了蔡氏电路

混沌同步设计方法。

2　蔡氏电路单向耦合混沌系统

　　蔡氏电路自 1983年被发现以来[10, 11 ] ,已经得到

深入的研究。蔡氏电路主要优点在于结构简单,但却

具有非常复杂的分叉与混沌特性。本节以蔡氏电路

为例说明混沌系统的耦合同步方法。

蔡氏混沌电路无量纲方程[7, 10, 11 ] 为

xα= Α[y - x - f (x ) ]

yα= x - y + z

zα= - Βy

(1)

其中, Α> 0, Β > 0为系统参数; f (x ) = bx +
1
2

(a

- b) (ûx + E û - ûx - E û ) 为分段 (3段) 线性函数,

斜率分别为 a 和 b,且 a < b < 0, E > 0。

　　将发送端蔡氏电路状态耦合到接收端,得接收

端的蔡氏电路方程如下

xα’= Α[y’- x ’- f (x ’) ] + ∆x (x - x ’)

yα’= x ’- y’+ z’+ ∆y (y - y’)

zα’= - Βy ’+ ∆z (z - z’)

(2)

由式 (1) 和 (2) 可得误差系统方程

pα= Αq - Αp - Α[ f (x ) - f (x ’) ] - ∆x p

qα= p - q + r - ∆y q

rα= - Βq - ∆z r

(3)

其中, p = x - x ’, q = y - y’, r = z - z’。

由于 f (x ) 为分段线性连续函数,斜率分别为 a

和 b,因此

a (x - x ’) ≤ f (x ) - f (x ’) ≤ b (x - x ’) (4)

由式 (4) 可得

f (x ) - f (x ’) = k (x - x ’) (5)

其中 k 为时变参数,且 a≤ k ≤ b < 0。应当指出,若

x 和 x ’在同一线性区间,则 k = a或 b;若 x 和 x ’不

在同一线性区间,则式 (5) 依然成立,此时 a < k < b

< 0。

将式 (5) 代入式 (3) 得到下列变参数线性系统

pα

qα

rα
= M (k)

p

q

r

(6)

其中时变系统矩阵

M (k ) =

- Α- kΑ- ∆x Α 0

1 - 1 - ∆y 1

0 - Β - ∆z

　　欲使式 (1) 和 (2) 所示的两个系统同步,需要选

择合适的 (∆x , ∆y , ∆z ) ,使得式 (3) 或 (6) 渐近稳定,即

lim
t→∞

p ( t) = lim
t→∞

q ( t) = lim
t→∞

r ( t) = 0

　　实际应用中, 为方便参数调整, 一般只取一个

变量进行耦合。例如取 x 作为耦合变量,此时∆y = ∆z

= 0。则同步系统方程变为

xα’= Α[y’- x ’- f (x ’) ] + ∆x (x - x ’)

yα’= x ’- y’+ z’

zα’= - Βy’
(7)

　　误差方程为

pα

qα

rα
=

- Α- kΑ- ∆x Α 0

1 - 1 1

0 - Β 0

p

q

r

(8)

　　如果取 y 或 z 作为耦合变量,同样可给出相应

的同步系统及其误差系统。

式 (6) 和 (8) 所示的误差系统是变参数的线性

系统 (即线性时变系统) , 一般情况下不能利用系统

特征根实部为负、Rou th 判据等线性系统稳定性理

论来研究其稳定性。为此,我们利用L yapunov 稳定

性理论研究上述误差系统的稳定性,解决文献[ 7, 8 ]

利用线性系统稳定性理论进行研究存在的缺陷。

3　单向耦合混沌系统同步条件

　　不失一般性,考虑如下混沌系统

Xα( t) = A X ( t) + G (X ( t) ) (9)

其中,A ∈R n×n 为常数矩阵, X ∈ R n 为系统状态向

量,A X ( t) 为线性部分, G (X ( t) ) 为非线性部分。

运用单向耦合方法设计同步混沌系统

Xα’( t) = A X ’( t) + G (X ’( t) ) +

K (X ( t) - X ’( t) ) (10)

其中 K ∈R n×n 为耦合参数。

定理 1　 设系统 (9) 中 G (X ( t) ) 满足条件

G (X ) - G (X ’) = M (X - X ’) ,其中M ∈R n×n为时

变矩阵,如果存在下列条件

P > 0,　Q = (A - K + M ) T P +

P (A - K + M ) ≤ 0 (11)

则 (9) , (10) 两式所示的耦合混沌系统同步。其中, P

> 0表示正定矩阵,Q ≤ 0表示半负定矩阵。

证明　由式 (9) 和 (10) 可得误差系统为
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eα( t) = A e ( t) + G (X ( t) ) - G (X ’( t) ) - K e ( t)

(12)

其中 e ( t) = X ( t) - X ’( t)。

选取L yap unov函数为

V = eT P e,　P > 0 (13)

由式 (13) 得

Vα= eαTP e + eTP eα=

[ (A - K ) e + (G (X ) - G (X ’) ) ]TP e +

eTP [ (A - K ) e + (G (X ) - G (X ’) ) ] (14)

由于G (X ) - G (X ’) = M (X - X ’) ,则式 (14) 变为

　　Vα= [ (A - K ) e + M e ]T P e +

eT P [ (A - K ) e + M e ] = eTQ e (15)

其中Q = (A - K + M ) T P + P (A - K + M )。因

此,由L yapunov稳定性理论可知,如果矩阵

Q = (A - K + M ) TP +

P (A - K + M ) ≤ 0 (16)

则系统 (12) 渐近稳定,即

lim
t→∞
‖e ( t)‖ = 0 (17)

lim
t→∞
‖X ( t) - X ’( t)‖ = 0 (18)

亦即式 (9) , (10) 所示的耦合系统同步。(证毕)

令

A =

- Α Α 0

1 - 1 1

0 - Β 0

,　K =

∆x 0 0

0 ∆y 0

0 0 ∆z

G (X ) =

- Αf (x )

0

0

,　X =

x

y

z

(19)

则式 (1) 和 (2) 可化为式 (9) 和 (10) 的形式,即蔡氏

电路耦合系统。

由式 (4) 和 (5) 知

G (X ) - G (X ’) = M (X - X ’) (20)

其中 M =

- Αk 0 0

0 0 0

0 0 0
利用定理 1很容易得到以下结论:

推论1　如果条件P > 0,Q = (A - K + M ) T P

+ P (A - K + M ) ≤ 0成立,则式 (3) 或 (6) 渐近稳

定, 即蔡氏电路耦合系统 (式 (1) 和 (2) ) 同步。其中

矩阵A , K ,M 如式 (19) 和 (20) 所示。

若令

　　　　　　A =

- Α Α 0

1 - 1 1

0 - Β 0

　K =

∆x 0 0

0 0 0

0 0 0

,　 G (X ) =

- Αf (x )

0

0

(21)

则式 (1) 和 (7) 可化为式 (9) 和 (10) 的形式,即变量

x 耦合系统。同样可得其同步条件如下:

推论2　如果条件P > 0,Q = (A - K + M ) T P

+ P (A - K + M ) ≤ 0成立,则式 (8) 渐近稳定,即

变量 x 耦合系统 (式 (1) 和 (7) ) 同步。其中矩阵A ,

K ,M 如式 (20) 和 (21) 所示。

对于 x 耦合系统,其误差系统矩阵为

A - K + M =

- Α- ∆x - Αk Α 0

1 - 1 1

0 - Β 0

(22)

选择

P =

Β 0 0

0 ΑΒ 0

0 0 Α

(23)

则

　Q =

- 2Β(Α+ kΑ+ ∆x ) 2ΑΒ 0

2ΑΒ - 2ΑΒ 0

0 0 0

(24)

由于

∃1 = - 2ΑΒ - 2Β(kΑ+ ∆x )

∃2 = 4ΑΒ2 (kΑ+ ∆x )

∃3 = 0

(25)

又因为Α> 0, Β> 0, a≤ k≤b < 0,因此,如果aΑ+

∆x > 0,则 ∃1 < 0, ∃2 > 0。由 Sylvester条件知Q ≤

0; 且由式 (8) 知,当Vα= 0时V = 0。因此可得到如下

结论:

定理 2　如果 aΑ+ ∆x > 0,则式 (8) 渐近稳定,

即 x 耦合系统 (式 (1) 和 (7) ) 同步。

例 1　选取蔡氏电路耦合系统参数如下: Α=

10. 00, Β = 14. 87, a = - 1. 27, b = - 0. 68, E = 1,

∆x = 20, ∆y = ∆z = 0。由于 aΑ+ ∆x > 0,由定理 2可

知式 (1) 和 (7) 所示的耦合蔡氏电路同步。

蔡氏耦合电路同步信号的李萨育图形如图 1所

示,同步信号的误差曲线如图 2所示。

4　结　　论

　　本文采用L yapunov 稳定性理论, 研究了一类

混沌系统单向耦合同步设计方法,给出了这类混沌

系统耦合同步的统一条件,并应用于蔡氏电路。本文
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图 1　蔡氏耦合电路同步信号的李萨育图形

(a)　x , x ’波形　　 (b)　y , y’波形　　 (c)　z , z’波形

图 2　同步信号误差曲线

(a)　p = x - x ’　　 (b)　q= y - y’　　 (c)　r= z - z’

的方法适用于Chua 电路和M L C 电路等非线性项

满足分段线性函数的一类混沌系统的同步问题,解

决了用线性系统稳定性理论分析混沌同步条件存在

的缺陷。
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