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一类指数型变量均值的 Bayes递进修正估计
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摘　要: 基于统计决策理论, 给出一种借助先验分布求解一类只有不完全样本的指数型变量均值的

Bayes 递进修正估计方法, 并证明了该方法是最佳的。这是一种动态离散数据融合方法, 能够根据观测

样本的不断增加而随时修正估计结果。该方法在预估服役中的导弹武器性能方面具有重要的实用价值。
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Abstract: A met hod to est imate t he expectation o f exponential r andom variable w hich only has imper-

fection samples is pr esented based on Bayesian st atistics decision t heo ry . This method is a fusion

met hod o f dynamic discr ete dat a. It can cor rect the est imated r esult step-by-st ep according t o a new -got

sample. And this estim ation met hod has g reat impo rt ance in fo recasting missile per formance in escuag-

ing .
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1　引　　言

　　在工程技术中,有许多随机现象可用指数分布

规律来描述, 有的学者将指数分布称为寿命型分布。

在实际应用指数型随机变量时, 有一种较为特殊的

情况值得研究:例如,同时对 n台电子器件做寿命试

验,在观测到 r ( r < n) 台器件失效时,就需要估计这

批器件的平均寿命。实际上这是一种定数截尾试验,

此时从n个试验样本中只得到了 r个样本数据, 是不

完全的,本文称之为“不完全样本”。这种情况在现役

武器的性能评估中很常见,但研究的人并不多。针对

这种情况,本文结合已有的先验信息,利用 Bayes 统

计决策方法研究了只有不完全样本信息的指数型随

机变量的均值估计方法, 给出一种递进修正算法, 并

证明这种方法是均值的最佳估计。

Bayes方法起源于英国学者 Bayes 的一篇文章

“论有关机遇问题的求解”, 此文提出了著名的

Bayes公式和一种归纳推理的方法。之后, 一些统计

学家将其发展成为一种系统的统计推断方法。Bayes
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统计方法则把先验信息与样本信息结合起来用于推

断之中, 形成非决策的 Bayes 统计, 若再用后验信

息,便形成Bayes统计决策[ 1, 2]。Bayes统计决策方法

实际上是一种采用风险评价体系的信息融合方法,

它将先验信息与后验信息进行融合得到新的结果,

国内外有许多学者在此方面都作过研究[ 3, 4]。本文正

是这一思想在指数分布型变量研究中的应用。

2　Bayes 估计
[ 5]

　　为便于讨论,首先给出几个概念。

定义1　损失函数L ( �, �)是定义在参数空间  
和决策空间 ! 上的二元函数, 它表示当参数处于状

态�时,采取行动�所引起的损失。损失函数有多种。
定义 2　 在一个统计决策问题中, 从样本空间

(X,B) 到行动空间( ! ,B! ) 的可测映射 �( X ) 称

为(非随机) 决策函数。决策函数常为一个关系式。

定义 3　设 �( X ) 是一个统计决策问题中的决

策函数,那么损失函数 L ( �, �( X ) ) 关于样本X 的分

布 F�( X ) 的数学期望

R( �, �) = EX ��[ L ( �, �( X ) ) ] =

∫XL ( �, �( X ) ) dF�( X ) ( 1)

称为决策函数 �( X ) 的风险函数,简称风险。

定义 4　设D= {�( X ) } 是一切可以定义在

(X,B) 上而在( !,B!) 上取值的决策函数的全

体,假如在决策函数类D中存在这样一个决策函数
�*

( X ) ,使得对任一个 �( X ) ∈D皆有
R ( �, �*

) ≤R ( �, �) ,　� �∈  ( 2)

则称 �* ( X ) 为D中一致最小风险决策函数, 或称

一致最优决策函数。

若待估计参数 �∈  的先验密度函数为 ∀( �) ,
决策函数为 �( t ) , 其风险为 R( �, �( t) ) , 则 �( t ) 的

Bayes风险为R∀( �) = E[ R( �, �) ]。假如在决策函数
类D中存在这样的决策函数 �*

1 ( t ) ,使得R ∀( �*
1 ) =

infR∀( �) ,则称 �*
1 ( t ) 为决策函数类D在Bayes准则

下的最优估计, 简称Bayes估计。当得到样本 T 的观

测值 t 后, �的后验密度函数记为 ∀( �� t ) , 设 L ( �,
�( t ) ) 为 �( t ) 的损失函数, 则后验风险 R∀( �� t ) =

E�� t [ L ( �, �( t ) ) ]。若在决策函数类D中存在这样的
决策函数 �*

2 ( t) , 满足 R ∀( �*
2 � t ) = infR∀( �� t ) , 则称

�*
2 ( t) 为后验风险准则下的 Bayes(后验型) 估计。

结论 1　对给定的统计决策问题(包括先验分

布的给定) ,当Bayes风险在决策函数类D中满足条

件: infR ∀( �� t) < ∞, 则 Bayes 估 计 �*
1 ( t) 与

Bayes(后验型) 估计 �*
2 ( t ) 是等价的, 即:使后验风

险最小的估计�*
2 ( t) 同时也使Bayes风险最小,反之

亦然。

结论2　若密度函数∀( �) 为分布族# 中�的共
轭先验分布,则后验分布 ∀( �� t) 仍在分布族 # 中。

3　先验分布和后验分布

3. 1　先验分布

当寿命型随机变量 T 服从指数分布时,其密度

函数为

p ( t��) = �- 1e- t/ �,　t > 0 ( 3)

其中 �是 T 的均值。设在某一时刻已观测到 r 个样

本,其观测值分别为 t1 , t2, ⋯, t r ,这样就获得了截尾

样本: t1≤ t2≤⋯≤ tr ,记 tr = ( t 1, t 2,⋯, tr ) , 此样本

的联合密度函数为

p ( t r��) ∝∏
r

i= 1
( �- 1

e
- t

i
/ �
) =

�- r
exp{ - �- 1

T r} ( 4)

其中 T r = ∑
r

i= 1
ti ( 5)

　　寻求均值�的Bayes估计,首先要确定�的先验
分布 ∀( �)。据国内外相关研究表明, 对于寿命型随

机变量T 的均值 �而言,选用逆 Gamma分布 IG( ∃,
%) 作为其先验分布是恰当的[ 5～7]

,其密度函数为

∀( �) =
%∃

& ( ∃) �- ( ∃+ 1)
exp{ - %/ �} , 　�> 0 ( 6)

其中 , ∃> 0, %> 0是两个待定参数 , 当  = ( 0 ,

+ ∞) 时 �的均值为

E[ �] =∫ 
�∀( �) d�= %/ ( ∃- 1) ( 7)

3. 2　后验分布

把先验分布 ∀( �) 与样本密度 p ( t r��) 相乘, 可

得后验分布的核为

∀( �� t r ) ∝ p ( t r��) ∀( �) ∝
�- ( ∃+ r + 1)exp{ - �- 1( %+ T r ) } ( 8)

这仍然是逆Gamma分布的核。由于逆 Gamma分布

是共轭分布, 其后验分布仍然是逆 Gamma 分布(见

结论 2) ,故后验分布 ∀( �� t r ) 是 IG( ∃+ r, %+ T r ) ,

即

∀( �� tr ) =

( %+ T r ) ∃+ r

& ( ∃+ r )
�- ( ∃+ r+ 1)

exp{ - �- 1
( %+ T r ) } ( 9)
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4　均值的 Bayes 递进修正估计

4. 1　基于不完全样本的 Bayes估计

取平方损失函数 L ( �, �) = ( �- �) 2, 则后验风

险为

R ∀( �� t) = E�� t[ L ( �, �) ] =

�2
- 2�E[ �] + E[ �2

] ( 10)

上式对 �求导可得使风险 R∀( �� t ) 最小的 Bayes估

计为�* = E[ �] (见结论1)。可见, �的Bayes估计即

为 �的均值。
若基于不完全样本, �的 Bayes估计又如何呢?

在实际应用中,一般是对 n件仪器同时做寿命试验,

当观测到 r件仪器失效时,对这 r个定数截尾的样本

进行均值估计。如果只用前 r 个样本的数据,估计值

就会明显偏小。考虑到 t服从指数分布, 为了补偿,

将第 r + 1到第n个样本赋予以第 r个样本观测值为

基础的递增序列, 递增量可采用最后三个观测值的

平均差,即当 i = 1, 2,⋯, n - r 时

tr + i = t r + i! ,　! = ( tr - tr- 2 ) / 2,　r > 2

( 11)

同时将式( 9)中的 r换成n, 更接近实际情况,于是便

得到了更准确的 Bayes 估计

�Bay
r = E�� t[ �] =

∫ 
�∀( �� tr) d�=

%+ T
�
r

∃+ n - 1
( 12)

T
�
r = T r + ( n - r) t r +

1
2
( n - r + 1) ( n - r ) ! ( 13)

4. 2　估计的递进修正

当n个样本进行试验只得到前r 个样本值时,根

据先验密度函数 ∀( �) 计算出的后验密度函数为
∀( �� tr ) , 计算出�的Bayes估计值为�Bay

r 。当又得到一

个样本,即得到第 r + 1个样本时, 则需根据新的数

据对�的原估计值 �Bay
r 进行修正,或重新计算均值的

估计值 �Bay
r + 1。计算方法有两种: 1) 用新观测(或是增

补后的) 样本 t r+ 1 = ( t1 ,⋯, tr , t r+ 1 ) 代替 tr ,求得新

的后验密度 ∀( �� tr + 1) , 再求均值 �Bay
r + 1; 2) 将 ∀( �� tr )

作为先验密度函数, 结合样本密度式( 1) 来求新的

后验密度函数 ∀( �� tr + 1 ) ,进而求得 �Bay
r + 1,即

∀( �� tr ) � p ( t r+ 1��)  ∀( �� tr + 1)  �Bay
r+ 1 ( 14)

这两种方法所得的结果是一样的。下面采用第一种

方法,即仍以 ∀( �) 作为先验密度来推导 ∀( �� tr + 1)。

将式( 9) 中的 T r 换成T
�
r + 1, r 换成 n, 立即可得

　　　　　∀( �� tr + 1) =

　　　
( %+ T

�
r + 1)

∃+ n

& ( ∃+ n)
�- ( ∃+ n+ 1)e- ( %+ T

�
r + 1

) / � ( 15)

　　　T
�
r+ 1 = T r+ 1 + ( n - r - 1) t r+ 1 +

　　　　　　
1
2 ( n - r - 1) ( n - r) ! ( 16)

此时,均值 �的 Bayes估计为

�Bay
r + 1 =∫ 

�∀( �� tr+ 1 ) d�=

%+ T
�
r + 1

∃+ n - 1
=

%+ T
�
r + 1

%+ T
�
r

�Bay
r ( 17)

这就是指数型随机变量均值的递进修正公式, 也是

一种递推估计公式。

5　Bayes估计的有效性

　　为了将 Bayes估计与常规估计作以比较, 下面

给出 �的矩估计

��r = n
- 1

∑
n

i= 1
ti = T

�
r / n ( 18)

容易证明 �的极大似然估计也为 ��r。对于 Bayes 估

计,一般不用有偏性来恒量, 而对于不完全样本, 其

矩估计和极大似然估计也不宜讨论有偏性。但当 r

= n, n→∞时,从式( 12) 和( 18) 可以看出, �Bay
r 和 ��r

是一致的,都等于 �, 这说明在极限情况下, �Bay
r 和 ��r

都是无偏的。基于这一点,下面分析这几种估计的方

差(有效性)。

��r 的方差为

D ( ��r ) = D ( T �r / n) ( 19)

因为 ∃> 1,故 �Bay
r 的方差

D ( �Bay
r ) = D

%+ T
�
r

n + ∃- 1
=

D
T
�
r

n + ∃- 1
< D

T
�
r

n
= D ( ��r ) ( 20)

因而 �Bay
r 优于 ��, 或 �Bay

r 比 ��有效。在这几种估计中,

Bayes估计是最佳的。

6　计算示例

　　某导弹无线电引信的寿命 t 服从指数分布, 现

求一批引信的平均寿命。这批引信共有 n = 10台,

厂商给出的平均寿命约为 550 h(累计工作时间) , 其

0. 1分位点约为220 h,将数据代入式( 5) 和( 6) 中得

到方程组

%/ ( ∃- 1) = 550, 　∫
220

0
∀( �) d�= 0. 1 ( 21)

利用数值法解得 ∃= 3. 288, %= 1 258。

　　当有6台引信先后失效后( r= 6, 数据参见表
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表 1　示 例 计 算

t 1 t 2 t3 t4 t5 t 6 t*7 T �r T �r+ 1 �Bayr �Bay
r+ 1 ��r ��r+ 1

224 303 312 399 415 477 481 4 428 4 252 462. 7 448. 4 442. 8 425. 2

1) ,对这批引信的平均寿命进行Bayes估计,计算T
�
r

和 �Bay
r ; 当第 7台引信失效时,再计算T

�
r+ 1和�Bay

r+ 1。这

样每得到一个新的值, 便可立即对�的估计值�Bay
r 进

行递推修正, 同时计算 ��r和 ��r+ 1 并作对比。

7　结　　语

　　Bayes 方法利用先验信息来估计参数的后验

值,即使样本不完全,也可以得到较好的结果,还可

以利用新的样本值进行递进修正。本文介绍了这一

方法,并给出了方便的递推算法,使估计的结果不断

得到递进修正,大大提高了精度。这一方法对于处理

导弹这类小样本事件可以得到广泛应用。
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