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摘　要: 讨论一类不确定非完整移动机械手的跟踪控制问题。在系统惯性参数不精确知道的情况下,提

出一种鲁棒控制器。为提高跟踪性能,进一步设计出使跟踪误差指数收敛的控制器。计算机仿真验证了

所提出控制律的有效性。
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Track ing Con trol of Nonholonom ic M obile M an ipula tor
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(D epartm ent of A utom ation, T singhua U niversity, Beijing 100084, Ch ina)

Abstract: T he con tro l p rob lem of an uncerta in nonho lonom ic mobile m anipu lato r is considered. By new 2
ly defined track ing erro rs, a robust con tro ller is p ropo sed w hen the inert ia param eters of the system s

are uncerta in. To imp rove the track ing perfo rm ance, a con tro ller w h ich ensures the track ing erro rs ex2
ponen tia lly converge to zero is p ropo sed. Sim ulation resu lts show the effectiveness of the p ropo sed con2
t ro llers.
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1　引　　言

　　受非完整约束移动机械手是把机械手固定在一

个受非完整约束移动基座上的机器人。近年来,这类

系统的控制问题已成为研究的热点,其原因之一是

该类系统的基座可以移动,使得机械手的工作范围

比常规机械手更大且操作性能更好。但因这类系统

受非完整约束,其控制问题便成为研究的难点[1～ 3 ]。

目前对移动机械手的控制研究主要集中于控制系统

的部分状态,并没有很好地考虑到系统的不确定性

(见文献[ 4 ]及其中相关文献)。为此,本文讨论具有

不确定性移动机械手全部状态的鲁棒跟踪控制问

题,提出能使系统全部状态渐近跟踪期望轨迹的鲁

棒控制器。该控制器不仅能使闭环系统的全部状态

快速趋于给定的期望轨迹,而且对系统惯性参数的

不确定性具有鲁棒性。

2　问题描述

　　考虑图 1所示受非完整约束移动机械手的控制

问题。图 1中的移动基座是轮式移动机器人,其前两

个同轴的轮子可以分别独立驱动,后一个轮子是从

动轮 (其导向可自由变动)。基座上的机械手是 n 自

由度常规机械手。该系统的运动可由如下方程描
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图 1　受非完整约束移动机械手

(a)　移动机械手示意图　　 (b)　移动基座机械图

述[1, 4 ]

M 11 (q) q
õõ

É + M 12 (q) q
õõ

Ê + C 11 (q, qα) qα+

G 11 (q) = J T
1 (qÉ ) Κ+ B 11 (qÉ ) ΣÉ (1)

M 21 (q) q
õõ

É + M 22 (q) q
õõ

Ê + C 21 (q, qα) qα+

G 21 (q) = ΣÊ (2)

J 1 (qÉ ) qαÉ = 0 (3)

其中 qÉ = [x , y , Η]T是移动基座的广义坐标, (x , y )

是基座上P 点的坐标, Η是基座的姿态角, qÊ 是机械

手的 n维广义坐标, q = [qT
É , qT

Ê ]是整个系统的广义

坐标, ΣÉ ∈R 2和 ΣÊ ∈R n分别是基座和机械手的控

制输入,B 11 ∈ R 3×2 是基座动力学方程的控制输入

阵,M ij (1≤ i, j ≤ 2) 是分块惯性矩阵, C 11和C 21表

示离心力和哥氏力, G 11 和G 21 是重力向量, Κ是对应
于约束的L agrange 乘子, 非完整约束 J 1 = [co sΗ,

sinΗ, 0 ]T。

记

M (q) =
M 11 (q) M 12 (q)

M 21 (q) M 22 (q)
,　G (q) =

G 11 (q)

G 21 (q)

C (q, qα) =
C 11 (q, qα)

C 21 (q, qα)
, B (q) =

B 11 (qÉ ) 0

0 I n×n

J (q) =
J 1 (qÉ ) 0

0 0n×n

,　Σ=
ΣÉ

ΣÊ

则式 (1)～ (3) 可写成如下紧凑形式

M (q) q
õõ

+ C (q, qα) qα+ G (q) =

J T (q) Κ+ B (q) Σ (4)

J (q) qα= 0 (5)

且有如下性质:

性质 1　M (q) 是有界正定矩阵,且对适当定义

的C (q, qα) ,Mα(q) - 2C (q, qα) 是斜对称阵。
性质 2　对任意可微向量 Ν∈R n+ 3,有

M (q) Ν
õ

+ C (q, qα) Ν+ G (q) = Y (q, qα, Ν, Ν
õ

) a

其中, a 是系统的惯性参数向量, Y (q, qα, Ν, Ν
õ

) 称为系

统的集结矩阵。

对于系统 (4) 和 (5) ,假定已知集结矩阵 Y 和惯

性参数向量 a的估计值 a0,且‖aζ‖: = ‖a - a0‖

≤ Θ, 其中 Θ(> 0) 为已知。给定可微的期望轨迹

q3 ( t) = [q3 T
É ( t) , q3 T

Ê ( t) ]T 且满足非完整约束

J 1 (q3
É ) qα3É = 0。本文讨论的控制问题是如何设计控

制律 Σ, 使得 lim
t→∞

(q ( t) - q3 ( t) ) = 0, lim
t→∞

(qα( t) -

qα( t) ) = 0。

为了解决该问题, 对系统 (4) 和 (5) 做如下变

换: 取 f (qÉ ) = [co l{- sinΗ, co sΗ, 0}, co l{0, 0, 1} ],

则式 (5) 等价于 qαÉ = f (qÉ ) v É ,其中 v É = [v 1, v 2 ]T

为适当定义的向量。记 v Ê = qαÊ ,于是

qα= g (q) v (6)

其中g (q) = d iag [ f (qÉ ) , I n×n ], v = [v T
É , v T

Ê ]T。对式

(6) 求导, 有 q
õõ

= gαv + g vα, 代入式 (4) 且两边左乘

g T (q) ,有

M 1 (q) vα+ C 1 (q, qα) v + G 1 (q) = B 1 (q) Σ (7)

其中　　M 1 (q) = g T (q)M (q) g (q)

C 1 (q, qα) = g T (g )M (q) gα(q) +

　　　　　g T (q)C (q, qα) g (q)

G 1 (q) = g T (q)G (q)

B 1 (q) = g T (q)B (q)

取同胚变换

z É =

z 1

z 2

z 3

= <1 (qÉ ) =

Η
x co sΗ+ y sinΗ

- x sinΗ+ y co sΗ

z Ê = qÊ

uÉ =
u 1

u 2

= <- 1
2 (qÉ ) v É =

　　
x co sΗ+ y sinΗ 1

1 0

- 1

v É

uÊ = v Ê

(8)
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系统 (6) 和 (7) 等价于

zα1 = u 1, zα2 = z 3u 1, zα3 = u 2, zαÊ = uÊ (9)

M 2 (z ) uα+ C 2 (z , zα) u + G 2 (z ) = B 2 (z ) Σ (10)

其中

z = [z T
É , z T

Ê ]T ,　u = [uT
É , uT

Ê ]T

M 2 (z ) = 8 T (q)M (q) 8 (q) û {qÉ = <- 1
1 (z É ) , qÊ = z Ê }

C 2 (z , zα) = 8 T (q) [M (q) 8α(q) +

　　　　　C (q, qα)M (q) 8 (q) ]û {qÉ = <- 1
1 (z É ) , qÊ = z Ê }

G 2 (z ) = 8 T (q)G (q) û {qÉ = <- 1
1 (x É ) , qÊ = z Ê }

B 2 (z ) = 8 T (q)B (q) û {qÉ = <- 1
1 (z É ) , qÊ = z Ê }

8 (q) = diag [ f (qÉ ) <2 (qÉ ) , I n×n ]

易证明,式 (10) 有如下性质:

性质 3　M 2 (z ) 是正定矩阵且Mα
2 (z ) - 2C 2 (z ,

zα) 是斜对称阵。

性质 4　对任意可微向量 Ν∈R n+ 2,有

M 2 (z ) Ν
õ

+ C 2 (z , zα) Ν+ G 2 (z ) = Y 2 (z , zα, Ν, Ν
õ

) a

其中 Y 2 (z , zα, Ν, Ν
õ

) 是已知矩阵。

对期望轨迹 q3
É ( t) , 存在 v 3

É ( t) = [v 3
1 ( t) ,

v 3
2 ( t) ]T 使得 qα3É = f (q3

É ) v 3
É。令 z 3

É = [z 3
1 , z 3

2 , z 3
3 ]T

= <1 (q3
É ) , z 3

Ê = q3
Ê , u3

É = [u3
1 , u 3

2 ]T = <- 1
2 (q3

É ) v 3
É ,

u3
Ê = qα3Ê , 则 zα3

1 = u3
1 , zα32 = z 3

3 u 3
1 , zα33 = u3

2 , zα3
Ê =

u3
Ê。于是本文讨论的跟踪问题可描述为设计系统

(9) 和 (10) 的控制律 Σ,使得

lim
t→∞

(z É ( t) - z 3
É ( t) ) = 0

lim
t→∞

(uÉ ( t) - u 3
É ( t) ) = 0

(11)

lim
t→∞

(z Ê ( t) - z 3
Ê ( t) ) = 0

lim
t→∞

(uÊ ( t) - u 3
Ê ( t) ) = 0

(12)

3　控制器设计

　　令 e = [eT
É , eT

Ê ]T ,其中

eÉ =

e1

e2

e3

=

z 1 - z 3
1

z 2 - z 3
2 - (z 1 - z 3

1 ) z 3

z 3 - z 3
3 + k 2e2u 3

1

eÊ = z Ê - z 3
Ê

则有如下定理:

定理 1　 假定 z 3
2 , z 3

3 , z 3
Ê 和 zα3 有界, 且 lim

t→∞

infûzα31 ( t) û > 0,取控制律

Σ= B - 1
2 (z ) [Y 2 (z , zα, Γ, Γα) (a0 -

ΘY T
2 (z , zα, Γ, Γα) (u - Γ)

‖Y T
2 (z , zα, Γ, Γα) (u - Γ)‖ + ∆( t) ) -

K p (u - Γ) - + ] (13)

则式 (11) , (12) 成立,其中

Γ= [Γ1, Γ2, ΓT
Ê ]T

Γ1 = u 3
1 - k 1e1 + Γ2 (k 2u3

1 e3 + e2)

Γ2 = u 3
2 - k 2 (z 3 - z 3

3 ) u3 2
1 -

　　k 2e2uα3
1 - u3

1 e2 - k 3e3

ΓÊ = zα3Ê - K Ê (z Ê - z 3
Ê )

+ = [ - e1, e1e2 - e3 + k 2u3
1 e1e3, z T

Ê - z 3 T
Ê ]T

k 1～ k 3均为大于零的常数, K Ê 和K p是常值对称正

定矩阵, ∆( t) > 0且满足∫
∞

0
∆( t) d t < ∞。

证明　令 uζ = [uζT
É , uζT

Ê ]T = [ [uζ1, uζ2 ], uζT
Ê ]T =

[ [u 1 - Γ1, u 2 - Γ2 ], uT
Ê - ΓT

Ê ]T ,取V = (e2
1 + e2

2 +

e2
3 + eT

Ê eÊ + uζTM 2uζ) ö2,沿闭环系统方程对V 求导,

有

Vα= - k 1e2
1 - k 2u3 2

1 e2
2 - k 3e2

3 - eT
Ê K Ê eÊ -

uζT K p uζ + (uζTY 2 (a0 - a) (‖Y T
2 uζ‖ + ∆) -

Θ‖Y T
2 uζ‖2) ö(‖Y T

2 uζ‖ + ∆) ≤

- k 1e2
1 - k 2u3 2

1 e2
2 - k 3e2

3 - eT
Ê K Ê eÊ -

uζT K p uζ + (‖a0 - a‖ + 1) ∆ (14)

Vα两边积分,有

V ( t) - V (0) ≤

(‖a0 - a‖ + 1)∫
t

0
∆(w ) dw < ∞

因 ∆可积,故V 有界,于是 e和 uζ均有界。注意到闭环

系统方程, eα和 uζ
õ

也有界。

下面证明式 (11) , (12) 成立。因

∫
t

0
[k 1e2

1 (w ) + k 2u3 2
1 (w ) e2

2 (w ) +

k 3e2
3 (w ) + eT

Ê (w ) K Ê eÊ (w ) +

uζT (w ) K p uζ (w ) ]dw ≤V (0) - V ( t) +

(‖a0 - a‖ + 1)∫
t

0
∆(w ) dw < ∞

及V ( t) 有界, e1, ûu 3
1 ûe2, e3, eÊ 和 uζ 均平方可积。由

扩展的Barba la t引理[3 ] 及lim
t→∞

infûzα31 ( t) û > 0知 e1,

e2, e3, eÊ 和uζ均趋于零。注意到闭环系统方程, eα趋于

零是显然的。由 e及 uζ 的定义易证明式 (11) 和 (12)

成立。(证毕)

由定理 1知, 在系统惯性参数不精确知道的情

况下,控制器 (13) 能使系统的所有状态渐近趋于期

望轨迹,这便是本文区别于已有文献的重要特点。在
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控制器 (13) 中, 控制参数是 k i (1 ≤ i≤ 3) , K Ê , K p

和∆。满足条件的∆有多种取法,如∆( t) = 1ö(1 + t) 2

或∆( t) = e- 2t等。∆影响闭环系统跟踪误差趋于零的
速度,如下定理说明了这一点。

定理 2　 在定理 1 中, 若 ∆ = e- Αt, 其中 Α>

m in{k 1, u 3 2
1 k 2, k 3, Ρ

-
(K Ê ) , Ρ

-
(K p ) }, Ρ

-
(õ) 表示最小

特征根,则跟踪误差 e和 eα均指数趋于零。
证明略。

4　仿真研究

　　为验证所提出控制律的有效性,对图 1中机械

手只有两个转动关节的特殊例子进行仿真。由

L agrange 方法不难得出该系统的运动由方程 (4) ,

(5) 描述, 其中 qÊ = [Η1, Η2 ]T , 其它矩阵略去。给定

期望轨迹 (q3
É , q3

Ê ) = ( (x 3 , y 3 , Η3 ) , (Η3
1 , Η3

2 ) ) 如

下: x 3 ( t) = co st, y 3 ( t) = sin t, Η3 ( t) = t, Η3
1 ( t) =

sin t, Η3
2 ( t) = co st。按照上节的结果不难得到控制器

(13)。仿真中,假定惯性参数向量的真值 a = [ 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1 ]。控制中,惯性参数向量a的估计值a0 =

[ 0. 8, 0. 8, 0. 8, 0. 8, 0. 8, 0. 8, 0. 8 ]T , Θ= 0. 4, 当系

统初始条件 q (0) = [ - 1. 6, 7. 6, 1, 0. 3, 0. 6 ], qα(0)

= [ 0, 0, 0, 0, 0 ] 时,取控制参数 k 1 = k 2 = k 3 = 5,

K Ê = diag [ 5, 5 ], K p = diag [ 10, 10, 10, 10 ] 和 ∆( t)

= 1ö(1 + t) 2时,图 2和图 3分别给出了 e和 uζ的响
应曲线。

图 2　e的响应曲线　　　　　　　　　　　　　　　　　　　图 3　uζ的响应曲线
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