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摘　要: 利用分散控制技术建立广义时变周期 ( PT V )系统与线性时不变( LT I)系统的等价关系,并利

用该等价关系刻画了广义 PT V 系统的因果性关系和闭环系统的等价性,从而为研究广义 PTV 系统打

下良好的基础。
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Abstract: T hrough decentr alized contr ol techniques, the equivalent relationship is established betw een

singular PT V sy stem and LT I sy stem. T he causality and closed-lo op equiv alence o f singular PTV sys-

tem are descr ibed w ith the equivalent r elationship. Ther eby it lay s a cer tain founda tion for studying sin-

gular PT V sy st em.
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1　引　　言

　　对于广义时不变线性系统, 目前已拥有一套相

当完整的理论 [ 1, 2] , 但对于广义时变系统的研究则很

不完善。在过去的 10 年里, 人们做了一些尝试:

Campell 等
[ 3]通过一个解析的坐标变换, 将解析可

解的线性广义时变系统化为规范标准型; Campell

等[ 4, 5]和 T errell
[ 6]研究了广义时变系统的可观性和

可控性。近年来, 人们正在寻求一种突破, 试图建立

PT V 系统与 LT I 系统的等价关系,并利用 LTI 系

统来处理 PT V 系统。Yan等
[ 7]建立了与正常 PTV

系统等价的 LTI 系统, 并利用等价性讨论了 PT V

系统的稳定性和可控性等问题。本文则利用分散控

制技术
[ 8]
建立了广义 PTV 系统与广义 LT I系统解

的等价性, 并讨论了广义 PT V 系统的因果性和稳

定性等问题。

广义 PTV 系统在实际中有着广泛的应用。它

可以描述生物科学中的进化现象
[ 9]
;利用其可解性

可以预测将来某一时间内经济的增长趋势 [ 9] ; 它的

脉冲性反映了电力、电子的某一重要特征 [ 8]。此外,

PTV 数字过滤器的建立可以解决很多机械工程方

面的问题。
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2　系统描述与定义

　　考虑如下广义周期时变离散系统

E ( t ) x ( t + 1) = A ( t ) x ( t ) + B ( t) u( t )

y ( t) = C( t) x ( t) + D ( t ) u( t) , 　t∈ Z
( 1)

其中, x ( t) ∈ R
n 是状态向量, u( t) ∈ R

m 是输入向

量, y ( t) ∈ R
r
是输出向量, E ( t) , A ( t ) , B ( t) , C( t) ,

D ( t ) 是T -周期矩阵,即

E( t + T ) = E( t ) ,　A ( t + T ) = A ( t )

B( t + T ) = B( t ) ,　C( t + T ) = C( t ) ( 2)

D ( t + T ) = D ( t) , 　� t ∈ Z

　　 定义 1　 系统( 1) 称为解析可解的, 如果对于

任意给定的充分光滑函数 B ( t) u( t ) ,系统的解 x ( t)

存在,并且当解 x ( t ) 存在时,它们被初始状态 x 0所

唯一确定。

定义 2　若系统( 1) 可化为如下形式

x 1 ( t + 1) = A 1 ( t) x 1 ( t) + B 1( t ) u( t )

y 1 ( t) = C1( t ) x 1 ( t) + D 1 ( t) u( t)
( 3)

N ( t) x 2 ( t + 1) = x 2 ( t) + B2 ( t ) u( t )

y 2 ( t) = C2( t ) x 2 ( t) + D 2 ( t) u( t)
( 4)

这里, N ( t ) 是幂零矩阵且是上(下) 三解矩阵, 则系

统( 3) , ( 4) 被称为系统( 1) 的规范标准型。

定理 1
[ 4]　若 E ( t ) , A ( t) 是解析的, 并且系统

( 1) 是解析可解的, 则系统( 1) 可化为规范标准型。

定义3　系统( 1) 称为渐近稳定的,如果它的子

系统( 3) 是渐近稳定的。

定义 4　 对于子系统( 3) , 我们称矩阵 A 1( T ) ,

A 1( T - 1) , ⋯, A 1( 1) , A 1 ( 0) 的乘积

� = A 1 ( T ) A 1( T - 1)⋯A 1 ( 1) A 1 ( 0)

为系统的单值矩阵。

显然, 系统( 3) 的渐近性和瞬时性是由其单值

矩阵的特征值所确定的。系统( 1) 渐近稳定的充要

条件是 � 的特征值在单位开圆内。
定义 5　系统( 1) 在某一时刻 k 被称为具有状

态因果性,如果它的状态x ( k) 完全被初始条件 x 0和

输入u( 0) , u( 1) ,⋯, u( k) 所决定;否则,它被称为具

有非因果性。若系统( 1) 在任一时刻均具有状态因

果性,则称系统( 1) 具有状态因果性。

显然, 系统( 1) 具有状态因果性的充分必要条

件为对于任一时刻 t ( 0≤ t≤T - 1) 子系统( 4) 中

的 N ( t ) = 0。

3　等价的 LTI系统

　　考虑下述系统

x- 1( t + 1) = A- 1 ( T ) x-1( t ) + B- 1 ( T ) U( t)

Y 1 ( t) = C
-

1 ( T ) x-1( t ) + D
-

1( T ) U ( t )
( 5)

N
- ( T ) x-2( t + 1) = x

-
2( t ) + B

-
2( T ) U ( t )

Y 2 ( t) = C
-

2 ( T ) x-1( t ) + D
-

2( T ) U ( t )
( 6)

其中

A- 1( T ) = A 1( T - 1) A 1( T - 2)⋯A 1( 1) A 1 ( 0) ( 7)

B
-

k( T ) = [ A k ( T - 1)⋯A k( 1) Bk( 0) , A k( T - 1)

　　　　⋯A k( 2) Bk ( 1) , ⋯, Bk ( T - 1) ] ( 8)

C
-

k ( T ) = [ Ck( 0) / Ck( 1) A k ( 0) / Ck ( 2) A k( 1) A k( 0) /

　　　　⋯/ Ck ( T - 1) A k ( T - 2)⋯A k( 0) ] ( 9)

D
-

k( T ) = ( D- kij ) T×T ( 10)

这里

D
-

kij =

0, 　　　　　　　　 　i < j

D k( i - 1) ,　　　　　 i = j

Ck( i - 1) Bk( j - 1) , 　i = j + 1

Ck( i - 1) A k ( i - 2)⋯

　A k ( j ) B k( j - 1) ,　　i > j + 1

　　k = 1, 2

( 11)

N
- ( T ) = N ( T - 1) N ( T - 2)⋯N ( 1) N ( 0) ( 12)

而 B
-

2( T ) , C-2 ( T ) , D- 2 ( T ) 分别是将 B
-

k( T ) , C-k ( T ) ,

D
-

k ( T ) 中的 k = 2, A k = N 得到的。令

x
-

1( t ) = x 1( tT ) ,　x
-

2 ( t) = x 2 ( tT )

U ( t ) = [ u( tT ) / u( tT + 1) /⋯/ u( tT + T - 1) ]

Y 1( t ) = [ y 1( tT ) / y1 ( tT + 1) /⋯/ y 1 ( tT + T - 1) ]

Y 2( t ) = [ y 2( tT ) / y2 ( tT + 1) /⋯/ y 2 ( tT + T - 1) ]

若 x-1 ( t) , x-2( t ) 分别表示子系统( 5) 和( 6) 的状态,

U ( t ) 分别表示子系统 ( 5) 和 ( 6) 的输入, Y 1( t ) ,

Y 2( t ) 分别表示子系统( 5) 和( 6) 的输出,则利用分

散控制技术可以得到下述结论:

定理2　在开环意义下,子系统( 3) 的解与子系

统 ( 5) 的解是等价的; 子系统( 4) 的解与子系统( 6)

的解是等价的。

证明　 先证子系统( 3) 与子系统( 5) 的等价

性。将系统( 5) 写成分散控制系统形式

x 1[ ( t + 1) T ] = A- 1 ( T ) x 1( tT ) + ∑
T

i= 1

G- iU i ( t)

y 1 ( tT + i ) = H
-

i+ 1x
-

1 ( t) + ∑
T

j = 1

D
-

1ijU j ( t )

　　　　　i = 0, 1,⋯, T - 1

( 13)

其中　G
-

i = A 1 ( T - 1)⋯A 1 ( i) B 1( i - 1)

　　G- T = B1 ( T - 1) ,　H- 1 = C1 ( 0)

　　H
-

i = C1( i - 1) A 1( i - 2)⋯A 1( 0) , 2≤ i≤T

　　U i ( t) = u( tT + i ) ,　i = 0, 1,⋯, T - 1
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这样,对于 � t∈Z, 有 t = t1 + i, t 1∈ Z, 0≤ i≤ T

- 1, 从而由系统( 13) 可以看出,子系统( 3) 与系统

( 13) 是等价的,当然子系统( 3) 与系统( 5) 也是等价

的。同理,利用分散控制技术可以证明子系统( 4) 与

系统( 6) 也是等价的。(证毕)

定理 3　若广义 PTV 系统( 1) 具有状态因果

性,则等价的 LT I系统( 5) 和( 6) 具有因果性。

证明　假设系统( 1) 具有状态因果性, 则对于

任意的 k( 0≤ k ≤T - 1) 有系统( 4) 中的N ( k ) =

0, 从而系统( 6) 中的N- ( T ) = 0,因此系统( 5) 和( 6)

具有因果性。(证毕)

4　闭环系统等价性

　　为了研究广义PT V系统的因果性和稳定性,对

系统( 1) 作周期输出反馈

u( t ) = K ( t ) y ( t ) + v ( t) ,　t∈ Z ( 14)

所得的闭环系统为

E ( t) x ( t + 1) = A ( K ) x ( t ) + B( K ) v ( t)

Y ( t) = C( K ) x ( t ) + D ( K ) v ( t) ( 15)

其中K ( t ) 是 T-周期反馈矩阵,

A ( K ) = A ( t) + B ( t) K ( t ) [ I - D ( t) K ( t ) ] - 1

B ( K ) = B ( t ) + B ( t) {K ( t) [ I - D ( t ) K ( t) ] - 1}

C( K ) = [ I - D ( t ) K ( t ) ] - 1
C( t)

D ( K ) = K ( t) [ I - D ( t) K ( t ) ] - 1
D ( t)

由定理 1知, 可将系统( 15) 化为

x 1 ( t + 1) = A 1( K ) x 1( t ) + B 1( K ) v ( t)

y 1 ( t) = C1( K ) x 1 ( t) + D 1 ( K ) v ( t )
( 16)

N ( t ) x 2 ( t + 1) = x 2 ( t) + B2 ( K ) v ( t )

y 2 ( t) = C2( K ) x 2 ( t) + D 2 ( K ) v ( t )
( 17)

N ( t ) 是幂零矩阵, 其中各块均具有相应的阶数。相

应地,系统( 16) 与( 17) 分别对应如下等价系统

x
-

1 ( t + 1) = A
-

1( T ) x-1 ( t) + B
-

1( T ) U ( t )

Y 1( t ) = C
-

1( T ) x-1 ( t) + D
-

1 ( T ) U ( t)
( 18)

N
- ( T ) x-2 ( t + 1) = x

-
2 ( t) + B

-
2 ( T ) U ( t)

Y 2( t ) = C
-

2( T ) x-1 ( t) + D
-

2 ( T ) U ( t)
( 19)

其中的新变量是将系统( 16) 和( 17) 中的矩阵代入

式 ( 7) ～ ( 12) 中获得的。于是问题转化为寻求

K ( i) ( i = 0, 1,⋯, T - 1) ,使得闭环系统( 16) 的单

值矩阵的特征值在单位开圆内。

对子系统( 5) 作输出反馈

U ( T ) = K
-
Y 1( t ) + V ( T ) ( 20)

其中

　　K
- = blockdiag [ k( 0) , k( 1) ,⋯, k( T - 1) ]

V ( T ) = blockdiag[ v 1( tT ) , v 1( tT + 1) ,

　　　　⋯, v 1( tT + T - 1) ]

则

　　　　u( tT + i) = K ( i ) y 1( tT + i) =

　　　　K ( tT + i) y1 ( tT + i) + v 1 ( tT + i)

i = 0, 1,⋯, T - 1

显然,式( 14) 与式( 20) 是等价的。从而有如下定理:

定理 4　广义PT V系统( 15) 通过T -周期输出

反馈( 14)是稳定的, 其充分必要条件是系统( 18)通

过定常的对角输出反馈是稳定的。

5　结　　语

　　本文对广义周期时变系统进行了结构分析。通

过广义 PT V 系统与广义 LTI 系统解的等价性的建

立, 对广义 PTV 系统的因果性和稳定性进行了研

究, 给出了广义 PT V 系统具有因果性和稳定性的

条件。相信这一研究在生物工程的研究中将起着非

常重要的作用。
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