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一类具有相似结构的不确定非线性广义
互联系统的鲁棒控制
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摘　要: 研究一类具有非线性互联作用的广义互联系统, 在其互联项中含有不确定性。以前人对广义系

统和相似性的研究为基础,定义了这类系统的相似结构,提出了新的相似性概念, 对系统设计了鲁棒控

制器。由于控制器本身也具有相似结构,因此易于工程实现。

关键词: 相似结构; 广义互联系统;鲁棒控制; 渐近稳定

中图分类号: TP 13　　　　文献标识码: A

Robust Control for a Class of Uncertain Nonlinear Generalized

Interconnected Systems with Similar Structure
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Abstract: A class o f gener alized inter connected sy st ems with nonlinea r int erconnections cont aining un-

cer tainties is studied. T he similar str uctur e o f nonlinear gener alized interconnected systems is defined

based on t he st udies o f g eneralized system and similar it y. New concept of similarity is pr oposed. Ro-

bust contr oller s for the systems ar e designed. Since the contr ollers possess similar str uctures, so they

ar e easy t o perfo rm in eng ineering practice.
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1　引　　言

　　非线性广义互联系统是一种特殊形式的大系

统,在航空航天、化工、管理等领域广泛存在,在大系

统中占有重要地位。对于正常互联系统的研究已取

得很多成果, 并建立了多种设计方法[ 1, 2]。但对广义

互联系统,目前研究结果尚不多见,且所得结果多为

确定系统
[ 3]
。而对广义互联系统相似结构的研究,尚

未见文献报道。对一般的正常互联系统, 如级联系

统[ 4] ,对称系统[ 5] , 可以充分利用其自身的结构属性

进行研究。相似性结构也是系统的一种重要结构, 它

是许多自然发展而形成的复杂系统的特征之一, 广

泛存在于人们所设计的系统中 [ 6]。

本文以前人对广义组合系统和相似性的研

究[ 7, 8]为基础,结合广义线性系统理论中受限等价、

导数-状态反馈 [ 3]等概念,定义了一类不确定非线性

广义组合系统的相似结构,提出了新的相似性概念。
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本文所研究的系统, 其互联项是非线性的且含有不

确定性。研究结果表明,所设计的控制器本身也具有

相似性结构, 这样就在很大程度上简化了对系统的

分析和控制器的设计。

2　广义组合系统相似性结构的描述

　　考虑如下不确定非线性广义组合系统

E ix
�
i =

A ix i + B iu i + ∑
N

j= 1, j≠i
[ H ij ( x j , t) +

�H ij ( x j , t ) ] , 　i = 1, 2,⋯, N ( 1)

其中, x i∈R
n, u i∈R

m分别是第 i个子系统的状态和

输入; E i和A i是n阶常值矩阵, rankE i < n; B i是n×

m 常值矩阵; H ij ( x j , t) , �H ij ( x j , t ) 分别是已知的确

定互联项和结构不确定的互联项,不失一般性, 假设

H ij ( 0, t) = 0, �H ij ( 0, t ) = 0, i = 1, 2,⋯, N , i≠ j。

假定每个子系统正则。

定义 1　称

E ix
�
i = A ix i + B iui ( 2)

为系统( 1) 的理想子系统, 并记为( E i, A i, B i) , i = 1,

2, ⋯, N。

定义 2　如果存在 m × n矩阵 L i 和 F i , n阶非

奇异矩阵Q i 和 P i ,常值矩阵E , A , B ,使得

Qi ( E i + B iL i) P i = E

Qi ( A i + B iF i ) P i = A

QiB i = B, 　i = 1, 2,⋯, N

( 3)

则称系统( 1) 具有相似性结构, 并称( Q i, P i, L i , F i)

为第 i 个子系统的相似参量。

注1　如果在系统( 1) 中取E i = I n,这里 I n是n

阶单位阵, i = 1, 2,⋯, N ,则系统( 1) 即为通常的组

合系统。

根据文献[ 8] ,有如下定义:

定义 3
[ 8]　如果存在m× n矩阵F i 和n阶非奇

异矩阵 P i,使得

P
- 1
i ( A i + B iF i) P i = A

P
- 1
i B i = B ,　i = 1, 2,⋯, N

则称系统( 1) 为不确定非线性相似互联系统, 并称

( P i, F i ) 为第 i个子系统的相似参量。

注意到P
- 1
i ( I n+ B×0) P i = I n恒成立,在定义

2中取 E i = E = I n , L i = 0, Q i = P
- 1
i , 即得定义 3。

由此可见,在条件( 3) 下,系统( 1) 实质上是由一些

经过导数 -状态反馈后可受限等价的广义子系统互

联而成。这种相似结构以广义线性系统的受限等价

为基础,以导数 -状态反馈[ 3] 为特色,是文献[ 5, 8～

10] 所研究系统的进一步推广。

3　广义相似组合系统的判别

　　本文沿用文献[ 3] 中广义线性系统能控性的定

义。

定理 1　如果理想子系统( E i , A i , B i ) 均能控且

为单输入系统, 则系统( 1) 具有相似结构。

证明　由文献[ 3] 知, 如果( E i, A i , B i) 均能控,

则存在导数反馈

u i = - L ix
�
i + v i ,　i = 1, 2, ⋯, N ( 4)

使之与系统( 2) 组成的闭环系统

( E i + B iL i) x�i = A ix i + B iv i

　　i = 1, 2,⋯, N ( 5)

中( E i + B iL i) 非奇异,这里 v i 是新的控制输入。令

x i = ( E i + B iL i)
- 1
y i ,　i = 1, 2,⋯, N ( 6)

则在坐标 y = col( y 1 , y 2, ⋯, y N ) 下,系统( 5) 可化为

y
�
i = A iy i ,　y i = A i,　i = 1, 2,⋯, N ( 7)

由( E i, A i, B i) 能控可知,系统( 2) R-能控,而导数反

馈不改变系统( 2) 的 R-能控性,所以系统( 7) R-能

控。但系统( 7) 是正常线性系统, 其R-能控性与完全

能控性一致, 因此系统( 7) 完全能控。于是存在非奇

异变换

y i = T
- 1
i z i ,　i = 1, 2,⋯, N ( 8)

使得在坐标 z = col ( z 1 , z 2, ⋯, z N ) 下,系统( 7) 具有

如下的能控标准型结构

z
�
i =

0 1

� � �
0 ⋯ 0 1

- a
i
1 ⋯ - a

i
n- 1 - a

i
n

z i +

[ 0　⋯　0　1]
T
v i ,　i = 1, 2, ⋯, N ( 9)

记

S i = T i( E i + B iL i ) ,　i = 1, 2,⋯, N ( 10)

由式( 6) 和( 8) 知 S i 非奇异,且

x i = S
- 1
i z i,　i = 1, 2,⋯, N ( 11)

在式( 4) 中令

v i = F iS ix i + w i = F iz i + w i

　　　i = 1, 2,⋯, N ( 12)

其中

F i = ( ai1 , ai2 ,⋯, aiN ) ,　i = 1, 2,⋯, N ( 13)

则系统( 9) 可化为

z
�
i = Az i + Bw i, 　i = 1, 2,⋯, N ( 14)
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这里

A =

0 1

� � �
0 ⋯ 0 1

0 0 0 0

,　B =

0

�
0

1

( 15)

　　综上所述,有

T i ( E i + B iL i) S - 1
i = I n

T i ( A i + B iF iS i ) S
- 1
i = A

T iB i = B

( 16)

由定义 2可知, 系统( 1) 具有相似结构, ( T i, S - 1
i , L i,

F iS i) 是相似参量。(证毕)

4　鲁棒控制器设计

　　在定理 1的证明中( A , B) 能控,于是存在矩阵

K ,使( A + BK ) 是 Hurw itz稳定阵。所以对任一正

定矩阵 Q , Ly apunov 方程

　　( A + BK ) TP + P( A + BK ) = - Q ( 17)

有唯一正定解矩阵 P。

本文假定 �H ij ( x j , t) ∈ Im B i , H ij ( x j , t) ∈

ImB i , 这里 ImB i 表示矩阵 B i 的象空间。于是存在

�hij ( x j , t ) 和已知函数h ij ( x j , t ) ,使得

H ij ( x j , t ) = B ih ij ( x j , t)

�H ij ( x j , t ) = B i�hij ( x j , t )
( 18)

　　定理 2　 假设系统( 1) 满足如下条件:

1) ( E i , A i, B i) 均能控且为单输入系统;

2) ‖�h ij ( x j , t)‖≤ �ij ( x )
i, j = 1, 2, ⋯, N , i≠ j

则存在鲁棒控制器, 使系统 ( 1) 在 x = co l( x 1 , x 2,

⋯, x N ) = 0的某个邻域上渐近稳定。

证明　由条件1) 可知定理1成立,于是式( 16)

和( 17) 成立。设计控制器

u i = u
1
i ( x ) + u

2
i ( x ) + u

3
i ( x )

　　　i = 1, 2,⋯, N ( 19)

这里

u
1
i ( x ) = - L ix

�
i + ( F i + K ) S ix i

u
2
i ( x ) = - ∑

N

j= 1, j≠i

h ij ( x j )

u
3
i ( x ) = - sign( ( S ix i ) TPB) ∑

N

j = 1, j≠i

�ij ( x )

其中L i , F i , S i 见定理 1的证明。

结合式( 18) 可知,控制器( 19) 与系统( 1) 组成

的闭环系统是

　　( E i + B iL i) x�i =

　　[ A ( E i + B iL i ) - 1 + B iF iT i + B iK T i] ×

　　T
- 1
i S ix i + B i[ u

3
i ( x ) + ∑

N

j = 1, j≠i
�hij ( x j , t ) ] ( 20)

对系统( 20) 构造正定函数

V ( x ) = ∑
N

i= 1
x
T
i ( S

T
i PS i) x i

结合式( 16) ～ ( 20) , 得 V ( x ) 沿系统( 20) 的状态轨

线的导数

V
�( x )  ( 20) ≤- ∑

N

i= 1

( S ix i) TQ ( S ix i) =

- ∑
N

i= 1

‖Q 1/ 2
S ix i‖2≤ 0

因为 Q
1/ 2
和 S i 非奇异, V�( x ) = 0 当且仅当 x =

col( x 1, x 2 ,⋯, x N ) = 0,因此 V
�( x ) 是负定函数。

综上所述, 系统( 1) 可用控制器( 19) 鲁棒镇定。

(证毕)

注 2　控制器( 19) 由三部分组成: 第 1部分是

由相似参量确定的线性控制器, 其中的导数反馈使

广义子系统实现正常化, 从而消除原来可能存在的

脉冲效应, 而状态反馈使广义子系统的线性部分实

现渐近稳定;第 2和第 3部分是非线性控制器,分别

用来抵消已知的确定互联项和抑制不确定互联项,

同时 N 个控制器均有相似结构, 因此借助于相似参

量,可使控制器的设计工作大为简化。

5　仿真算例

　　考虑由 3个三阶子系统组成的广义互联系统

　　　　

1 0 1

0 0 1

1 0 2

x
�
1 =

- 3 - 2 - 3

3 1 3

- 3 - 3 - 2

x 1 +

1

0

2

[ u1 +

1

2

3

T

x 2 +

1

3

2

T

x 3 +

�h12 ( x 2 , t) + �h13 ( x 3 , t) ]
1 1 0

1 0 1

0 1 - 1

x
�
2 =

- 18. 5 - 15 - 13. 5

6 8 2

29. 5 31 16. 5

x 2 +
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0. 5

0

- 0. 5

[ u2 +

2

1

3

T

x 1 +

2

3

1

T

x 3 +

�h21( x 1, t ) + �h23( x 3, t ) ]

1 2 3

1 0 - 1

1 - 2 - 5

x
�
3 =

- 2 9. 5 22. 5

3 1 0

- 1 - 0. 5 - 0. 5

x 3 +

1

0

0

[ u3 +

3

1

2

T

x 1 +

3

2

1

T

x 2 +

�h31( x 1, t ) + �h32( x 2, t ) ]

其中的不确定互联项满足

‖�h12‖≤ 0. 1‖x 1‖, 　‖�h13‖≤ 0. 1‖x 1‖

‖�h21‖≤ 0. 08‖x 2‖,　‖�h23‖ ≤ 0. 12‖x 2‖

‖�h31‖≤ 0. 05‖x 3‖,　‖�h32‖ ≤ 0. 15‖x 3‖

初值

x 1( 0) = [ - 1　1　0. 5]
T

x 2( 0) = [ - 0. 2　0. 1　0. 2] T

x 3( 0) = [ 0. 1　 - 0. 1　0. 05]
T

可以验证此系统满足定理 2的条件, 且相似参量可

取为

　( T 1 , S- 11 , L 1, F1S 1) =

　[

- 2 - 1 1

0 1 0

3 1 - 1

,

- 1 - 1 0

3 0 1

0 1 0

,

　( 1　1　1) , ( 3　2　4) ]

　( T 2, S - 1
2 , L 2 , F2S2 ) =

　[

- 2 2 - 1

0 1 0

4 0 2

,

- 1 3. 5 - 0. 25

0. 5 - 2 0. 25

1 - 2. 5 0. 25

,

　( 2　2　4) , ( 15　 - 2　21) ]

　( T 3, S
- 1
3 , L 3 , F3S3 ) =

　[

0 1 2

0 1 0

1 0 1

,

0. 25 - 2. 75 1

- 0. 75 8. 25 - 2

0. 25 - 3. 75 1

,

　( 1　1　2) , ( 3　 - 9　 - 2) ]

在式( 17) 中取

K = ( - 6　 - 11　 - 6) , 　Q =

1 0 0

0 2 0

0 0 2

得 P =

1. 85 - 0. 5 - 1. 1

- 0. 5 1. 1 - 1

- 1. 1 - 1 3. 2

按照式( 19) 及相似参量,给出如下控制器

u1 =

-

1

1

1

T

x
�
1 +

- 9

- 4

- 19

T

x 1 -

1

2

3

T

x 2 -

1

3

2

T

x 3 - sign

10. 4

3. 1

9. 4

T

x 1 ∑
N

j= 1, j≠i

�ij ( x )

u2 =

-

2

2

4

T

x
�
2 +

- 38

- 38

- 20

T

x 2 -

2

1

3

T

x 1 -

图 1　3 个子系统状态和控制的变化图像

( a ) 子系统 1　　( b) 子系统 2　　 ( c) 子系统 3
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2

3

1

T

x 3 - sign

16. 5

27

1. 9

T

x 2 ∑
N

j = 1, j≠i

�ij ( x )

u3 =

-

1

1

2

T

x
�
3 +

- 44

9

15

T

x 3 -

3

1

2

T

x 1 -

3

2

1

T

x 2 - sign

5

7. 5

2. 1

T

x 3 ∑
N

j = 1, j≠i
�ij ( x )

　　3个子系统的状态(实线) 和控制(虚线) 随时间

变化的图像如图 1所示。

6　结　　语

　　本文把相似性概念推广到广义互联系统,并针

对所研究的系统设计了具有相似结构的控制器。研

究表明, 为了镇定全部子系统,只需求解一个 Lya-

punov 方程,所以相似结构能简化广义互联系统的

分析设计。
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