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基于鲁棒控制的期权套期保值策略

刘海龙,吴冲锋
(上海交通大学 管理学院,上海 200030)

摘　要: 在标的资产价格服从带有随机方差几何布朗运动的非完全市场假设条件下,应用随机微分对

策方法,研究与标的资产有关的欧式期权的动态套期保值策略问题。建立了最优动态套期保值策略的随

机微分对策数学模型,给出了基于鲁棒控制的均方复制误差最小的自融资动态套期保值策略。当方差为

时间的确定性函数时,最优动态套期保值策略与用B lack2Scho les套期比表示的 delta 套期保值策略是

一致的。

关键词: 套期保值;鲁棒控制;期权;随机方差;随机微分对策

中图分类号: F 83019　　　　文献标识码: A

Option Hedg ing Strategy Based on Robust Con trol

L IU H a i2long , W U Chong 2f eng

(M anagem ent Schoo l, Shanghai J iao tong U niversity, Shanghai 200030, Ch ina)

Abstract: T he dynam ic hedging p rob lem fo r European op tions is studied by app lying stochastic differen2
t ia l gam e m ethod, under the assump tion of incomp lete m arket w here the underlying assets p rices fo llow

geom etric B row nian mo tion w ith stochastic vo lat ility. T he stochastic differen tia l gam e model fo r the

self2financing hedging stra tegy is estab ilished. A dynam ic hedging po rtfo lio that yields the m in im um

m ean2square rep licat ion erro r is given. W hen the vo lat ility is a determ in ist ic function of t im e, the stra t2
egy co incides w ith B lack2Scho les’s delta2hedging.
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1　引　　言

　　现代金融经济学最重要的突破之一是B lack2
Scho les和M erton 的期权定价理论。有关期权定价

方面的理论和应用已经有了较为丰富的研究成

果[1～ 3 ]。而金融风险管理中最经典、最常用的套期保

值策略是基于期权定价公式的D elta 套期保值策

略, Gm am a 和V ega 中性策略。但是这些策略都是

在完全市场假设下得到的,都要求标的资产的价格

服从标准几何布朗运动。事实上,现实的金融市场往

往都是非完全市场。非完全市场产生的原因很多,比

如,投资者的偏好、政策的影响、市场的摩擦、非对称

信息、价格的不连续性等。这些众多的因素都将以复

杂方式影响着金融市场的运行。

有关非完全金融市场套期保值问题一直没有得

到很好解决[4～ 8 ]。文献[ 6 ]基于鲁棒控制研究了期权

定价问题; 文献[ 7 ]是在离散时间框架下,研究了期

权套期保值策略问题;文献[ 8 ]在假定标的资产的价
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格上下限已知的情况下,给出了一种鲁棒套期保值

算法。本文则通过建立期权套期保值的随机微分对

策数学模型,进而给出了基于鲁棒控制的期权套期

保值策略。该方法与以往研究有两点不同: 1) 假设

标的资产价格服从一个带有随机方差的几何布朗运

动,而随机方差服从一个具有最大波动幅度的几何

布朗运动; 2) 运用的是随机微分对策方法,给出的

是基于鲁棒控制的期权套期保值策略。

2　期权套期保值问题描述

　　在给出解决非完全市场条件下套期保值问题的

随机微分对策方法之前,首先提出如下假设:

1) 市场是无摩擦的,即没有税收和交易费用,

股票不付红利,没有买空卖空限制;

2) 市场存在一个不变的借贷利率 r;

3) 标的资产价格 p ( t) 服从一个具有随机方差

的几何布朗运动。

dp ( t) = Λp ( t) d t + Ρ( t) p ( t) dw 1 ( t) (1)

dΡ( t) = g (Ρ) d t + Βv ( t) Ρ( t) dw 2 ( t) (2)

其中, Ρ( t) 是随机变量,表示标的资产价格增长率波

动的方差, Λ和 Β是常数,分别表示标的资产价格的

预期增长率和随机变量 Ρ( t) 的最大波动幅度。g (Ρ)

是 Ρ( t) 的连续函数, v ( t) ∈ [ - 1, 1 ]描述了 Ρ( t) 的

扰动方式,w 1 ( t) 和w 2 ( t) 是相互独立的标准维纳过

程。

设 F (p (T ) ) 表示与标的资产有关的期权到期

支付, u ( t) , y ( t) , x ( t) 分别表示在 t时刻持有某标的

资产的数量, 银行存款的金额和证券组合的市场价

值,因此有

x ( t) = u ( t) p ( t) + y ( t)

为便于研究,不妨设 r = 0。另外还假设在 t = 0时刻

以后证券组合是自融资的,即满足如下条件

dx ( t) = u ( t) dp ( t) (3)

式 (3) 还可写成

dx ( t) = Λp ( t) u ( t) d t + Ρ( t) p ( t) u ( t) dw 1 ( t)

(4)

　　我们的问题是寻找自融资证券组合套期保值

策略 u ( t) , 使终期证券组合的价值 x (T ) 尽可能接

近期权的到期支付 F (p (T ) ) , 也就是说, 寻找套期

保值策略,使方差的随机变异最差情况下,均方复制

误差最小,即

m in
u ( t)

m ax
v ( t)

E t, x [x (T ) - F (p (T ) ) ]2 (5)

则式 (1) , (2) , (4) 和 (5) 构成了期权套期保值的随

机微分对策模型。

3　套期保值策略

　　为了求解上述随机微分对策问题,首先给出下

面的定理 (定理证明参见文献[ 9 ]) :

定理 1　随机微分对策问题 (1) , (2) , (4) 和 (5)

存 在 唯 一 的 值 函 数 V ( t, x , p , Ρ) , 且 是 如 下

Isaacs2Bellm an 方程的解

V t +
1
2

Ρ2p 2 ( t)V p p + g (Ρ)V Ρ + Λp ( t)V p +

m in
u

m ax
v {Λp ( t) u ( t)V x +

1
2

Ρ2p 2 ( t) u 2 ( t)V x x +

1
2

Β2v 2 ( t) Ρ2V ΡΡ + Ρ2p 2 ( t) u ( t)V p x } = 0

V (T , x (T ) , p (T ) , Ρ(T ) ) =

[x (T ) - F (p (T ) ) ]2

(6)

其中,V 的下角标 t, x , p , Ρ分别表示V 关于相应变

量的偏导数。

下面通过对值函数进行合理变换, 简化问题的

复杂性, 从而得到较为简单的套期保值策略。首先,

解方程 (6) 的优化问题得到基于值函数V 的期权套

期保值策略为

u ( t) = - (ΛV x + Ρ2p ( t)V p x ) öΡ2p ( t)V x x (7)

　　由于式 (7) 表示的期权套期保值策略是基于值

函数的一阶偏导数和二阶偏导数给出的, 而且看不

到与 delta套期保值策略的任何关系,为了找出套期

保值策略与 delta套期保值策略的关系,现作如下变

换。设

V ( t, x , p , Ρ) =

A ( t, Ρ( t) ) [x - B ( t, p ( t) , Ρ( t) ) ]2 +

C ( t, p ( t) , Ρ( t) ) (8)

为便于书写,令

A : = A ( t, Ρ( t) ) ,　B : = B ( t, p ( t) , Ρ( t) )

C: = C ( t, p ( t) , Ρ( t) )

则

V t = A t (x - B ) 2 - 2A (x - B )B t + C t (9)

V p = - 2A (x - B )B p + C p (10)

V x = 2A (x - B ) (11)

V Ρ = A Ρ (x - B ) 2 - 2A (x - B )B Ρ + C Ρ (12)

V p p = 2A B 2
p - 2A (x - B )B p p + C p p (13)

V x x = 2A (14)

V ΡΡ = A ΡΡ (x - B ) 2 - 4A Ρ (x - B )B Ρ +

　　　2A B 2
Ρ - 2A (x - B )B ΡΡ + C ΡΡ (15)
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V x p = V p x = - 2A B p (16)

其中,A ,B , C的下角标 t, p , Ρ分别表示A ,B , C 关于

相应变量的偏导数。先将式 (7) 代入方程 (6) , 再将

式 (9)～ (16) 代入式 (6) 整理得

A t -
Λ2

Ρ2A + g (Ρ)A Ρ +
1
2

Β2Ρ2A ΡΡ (x - B ) 2 +

[ - 2A B t - 2g (Ρ)A B Ρ - Ρ2p 2 ( t)A B p p -

Β2Ρ2A B ΡΡ - 2Β2Ρ2A ΡB Ρ ] (x - B ) +

C t + g (Ρ)C Ρ + Λp ( t)C p +
1
2

Ρ2p 2 ( t)C p p +

1
2

Β2Ρ2C ΡΡ + Β2Ρ2A B 2
Ρ = 0 (17)

因为 x - B ≠ 0,所以必有

A t =
Λ2

Ρ2A - g (Ρ)A Ρ -
1
2

Β2Ρ2A ΡΡ

A (T , Ρ) = 1 (18)

B t = - g (Ρ)B Ρ -
1
2

Ρ2p 2 ( t)B p p -

　　 1
2

Β2Ρ2B ΡΡ -
Β2Ρ2

A
A ΡB Ρ

B (T , p , Ρ) = F (p (T ) ) (19)

C t = - g (Ρ)C Ρ - Λp ( t)C p -
1
2

Ρ2p 2 ( t)C p p -

　　 1
2

Β2Ρ2C ΡΡ - Β2Ρ2A B 2
Ρ

C (T , p , Ρ) = 0 (20)

　　通过数值解法可以求出带有边值条件的柯西

问题 (18) , (19) 和 (20) 的解A ,B , C。再将式 (9)～

(16) 代入式 (7) 整理得期权套期保值策略为

u ( t) = B p -
Λ

Ρ2p ( t)
(x - B ) (21)

　　也可以直接将式 (9)～ (16) 代入方程 (6) , 再

求解方程 (6) 的优化问题, 同样能得到期权套期保

值策略 (21)。式 (21) 是一个基于函数B 及其一阶偏

导数B p 的期权套期保值策略,与式 (7) 表示的期权

套期保值策略相比明显简单。通过把求解一个四维

二阶偏微分方程值函数问题转化成求解一个二维二

阶偏微分方程和两个三维二阶偏微分方程问题, 不

但可以简化问题的复杂性, 而且还能刻画非完全市

场的结构特征。特别是用函数的二阶偏微分表示的

投资策略 (7) 转化成用一阶微分表示的投资策略

(21) , 可以明显地看出, 当动态完全保值时, 最优动

态套期保值策略 u ( t) 恰好就是著名的B lack2Sc2
ho les套期比B p。

4　结　　语
　　本文在 Schw eizer 的研究成果基础上, 应用随

机微分对策方法研究了随机方差服从几何布朗运动

情况下的套期保值问题,所得到的基于鲁棒控制的

期权套期保值策略是 delta 期权套期保值策略的推

广。delta 期权套期保值策略是基于鲁棒控制套期保

值策略的特例。
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