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不确定线性系统L Q设计的鲁棒性分析
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摘　要: 针对不确定线性系统,研究LQ 设计的鲁棒最优性分析问题。在建立R iccati方程和频域传递函

数矩阵关系的基础上,给出了不确定闭环系统鲁棒最优的一个充分条件。对结构和非结构不确定系统,

分别给出了LQ 控制系统的鲁棒最优性分析方法。进一步给出了改进结构不确定系统鲁棒最优性的一

种优化方法。实例分析及仿真结果表明了所给结论的正确性和有效性。
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Robustness Analysis of L Q D esign for Uncerta in L inear System s
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Abstract: T he robustness of LQ design fo r uncerta in linear system s is discussed. Sufficien t condit ions

are given to guaran tee the uncerta in clo sed2loop system s robust op tim al. In addit ion, robustness analy2
sis app roaches of LQ design fo r structu red and unstructu red uncerta in system s are p ropo sed respective2
ly. Furthermo re, an app roach of imp roving the robustness fo r structu red uncerta in system s w ith LQ

design is p resen ted. T he co rresponding sim ulation resu lts show the co rrectness and effectivity of the

p ropo sed m ethod.
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1　引　　言

　　规范线性二次调节器 (LQ 调节器)因具有 (1ö
2,∞)增益裕度和 60°相位裕度的固有稳定性质,在

实际中得到了广泛的应用[1 ]。但当系统存在不确定

性时,规范LQ 调节器所固有的最优特性将受到影

响[2 ]。有关鲁棒LQ (RLQ )问题的研究已引起人们

的广泛关注,并取得了许多研究成果[2～ 5 ]。然而,现

有结果大多受到不确定性范数有界[6 ]以及秩一分

解[7 ]等条件的约束,因此不可避免存在一定的保守

性。如何给出不确定系统LQ 问题保守性的度量,即

解决LQ 设计的鲁棒性分析问题,对不确定系统鲁

棒LQ 调节器的分析和综合是十分必要的。文献[ 5 ]

讨论了不确定系统LQ 调节器的鲁棒性问题,得到

了不同形式的鲁棒稳定界。然而,所得结论仅能保证

标称系统具有规范LQ 调节器 (1ö2,∞)增益裕度和
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60°相位裕度的最优特性。当系统存在不确定性时,

只能保证不确定闭环系统鲁棒稳定,而无法确定其

鲁棒稳定裕度。

本文利用频域传递函数矩阵概念,讨论了不确

定线性系统LQ 设计的鲁棒 (1ö2, ∞)增益裕度和

60°相位裕度 (简称鲁棒最优性)问题,给出了非结构

和一类结构不确定系统的鲁棒最优界。对结构不确

定系统,进一步给出一种通过参数和性能指标加权

阵选择来改善不确定闭环系统鲁棒性的方法,从而

减少LQ 设计的保守性。以制浆造纸过程LQ 最优

控制系统的设计和分析为例,验证了本文所给结论

的正确性,同时表明本文方法对LQ 调节器工程实

际应用具有很好的指导意义。

2　问题提出和基本公式

　　考虑由以下状态方程描述的一类不确定线性

系统

xα( t) = (A 0 + ∃A ) x ( t) + B u ( t) ,　x (0) = x 0

(1)

其中, x ( t) ∈R n 是状态, u ( t) ∈R m 是控制输入,A 0

∈R n×n和B ∈R n×m 是已知常阵, ∃A 是具适当维数

的不确定实值矩阵。系统 (1) 所对应的性能指标为

J =∫
∞

0
(x ( t) TQ x ( t) + u ( t) TR u ( t) ) d t (2)

其中Q > 0, R > 0且R 为对角阵。

若假设 (A 0,B ) 可稳,则系统 (1) 所对应的标称

系统 2 (A 0,B ) (即 ∃A = 0) 和性能指标 (2) 存在状

态反馈最优控制

u ( t) = - K x ( t) = - R - 1B TP x ( t) (3)

使闭环系统渐近稳定, 并具有无穷增益和 60°相位

的最优稳定裕度。其中 P > 0,且满足

PA 0 + A T
0 P + Q - PB R - 1B TP = 0 (4)

然而, 当系统 (1) 存在不确定时, 由式 (3) 构成的不

确定闭环系统

xα( t) = (A 0 + ∃A - B K ) x ( t) (5)

的稳定裕度甚至其渐近稳定性都将受到影响。

引理 1[8 ]　 考察不确定系统 (1) 的标称系统

2 (A 0, B ) 和性能指标 (2) ,如果存在正定对称矩阵P

> 0且满足R icca t i方程 (4) ,则有

( I + G5 (- s)B ) TR ( I + G5 (s)B ) =

R + B T 5 T (- s) (- P ∃A - ∃A T P + Q ) 5 (s)B

(6)

其中

　5 (s) = (sI - A 0 - ∃A ) - 1, G = R - 1B T P (7)

3　鲁棒最优条件

　　对矩阵X ∈R n×n , 记Κλ (X ) [ Ρλ (X ) ]和Κ
-

(X )

[ Ρ
-

(X ) ] 分别表示矩阵 X 的最大和最小特征值 (奇

异值) , Ρi (X ) 表示矩阵X 的第 i个奇异值。

引理 2[3 ]　 若记 T (s) = R 1ö2G5 (s)B R - 1ö2, G ,

5 (s) 和B 的意义与引理 1中相同。如果存在某正常

数 Α0 ≤ 1,使

Ρ
-

( I + T (s) ) ≥ Α0 (8)

成立,则规范LQ 调节器具有增益裕度 GM = 1ö(1

± Α0) 和相位裕度 PM = ± co s- 1 (1 - Α2
0ö2)。

定义 1　对不确定系统 (1) 和性能指标 (2) ,如

果存在状态反馈控制 (3) , 使式 (8) 成立, 则称不确

定闭环系统 (5) 是具 Α0 裕度鲁棒稳定的。当 Α0 = 1

时,即闭环系统有 GM = (1ö2,∞) 和 PM = 60°的

鲁棒稳定裕度, 则称不确定闭环系统 (5) 是鲁棒最

优的, u ( t) 为对应的鲁棒最优控制。

定理 1　对不确定系统 (1) 和性能指标 (2) ,如

果存在正定对称阵 P > 0,使系统 (1) 对所有允许的

不确定性 ∃A 有

Q - P ∃A - ∃A T P ≥ 0 (9)

则由反馈控制 (3) 所构成的不确定闭环系统 (5) 是

鲁棒最优的。

定理 1 的证明是显然的。因为当条件 (9) 成立

时,由引理 1可知,对所有 i,有 Ρi ( I + T (s) ) ≥ 1。从

而引理 2中的 Α0 = 1。

4　鲁棒性能分析

　　本节讨论不确定系统 (1) 鲁棒最优控制的鲁棒

性分析问题。分别给出非结构和结构不确定系统的

鲁棒最优性结论。

定理 2　如果存在常数 Ε> 0和一个正定对称

矩阵 P > 0,对不确定系统 (1) 的任意非结构不确定

性 ∃A ,满足

Ρλ2 (∃A ) < Ε- 1 Κ
-

(Q - Ε- 1P 2) (10)

则系统 (1) 在状态反馈控制 (3) 下的不确定闭环系

统 (5) 是鲁棒最优的,式 (10) 为系统 (1) 的鲁棒最优

界。

证明　记M = Q - Ε- 1P 2,由式 (10) 可知M >

0,由于

　　　Κ(Ε∃A T ∃A + Ε- 1P 2 - Q ) ≤
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　　　Κλ(Ε∃A T ∃A ) + Κλ(Ε- 1P 2 - Q ) ≤

　　　Κλ(Ε∃A T ∃A ) - Κ
-

(Q - Ε- 1P 2) (11)

所以有

Ε∃A T ∃A + Ε- 1P 2 - Q < 0 (12)

利用矩阵不等式

X T Y + Y TX ≤ ΕX TX + Ε- 1Y T Y

其中, Ε> 0为任意常数, X 和 Y 为适当维数的矩阵。

由此可知

∃A TP + P ∃A ≤ Ε∃A T ∃A + Ε- 1P 2 (13)

结合式 (12) ,再根据定理 1即知本定理成立。(证毕)

考虑系统 (1) 如下形式的结构不确定性 ∃A

∃A = ∑
l

i= 1
k iA i (14)

其中, k i∈R 1为不确定实参数,A i∈R n×n ( i = 1, 2,

⋯, l) 为给定的实常矩阵。

定理 3　如果存在常数 Ε> 0和一个正定对称

矩阵 P > 0,对不确定系统 (1) 任意满足形如式 (14)

的结构不确定性 ∃A ,有

∑
l

i= 1
ûk iûΡλ(A i) < (Ε- 1 Κ

-
(Q - Ε- 1P 2) )

1
2 (15)

则系统 (1) 在状态反馈控制 (3) 下的不确定闭环系

统 (5) 是鲁棒最优的,式 (15) 为系统 (1) 的鲁棒最优

界。

证明　注意到

　 Ρλ ∑
l

i= 1
k iA i ≤∑

l

i= 1
Ρλ(k iA i) = ∑

l

i= 1
ûk iûΡλ(A i) (16)

仿照定理 2的证明过程,即可证得本定理。(证毕)

观察定理 3, 因为系统 (1) 的结构不确定性与

P ,Q , R 及可变参数 Ε有关,所以可通过适当选取有

关参数和矩阵, 即优化技术来增加鲁棒最优控制系

统的鲁棒最优性。下面给出一种简单可行的算法。

应用Cauchy2Schw arz不等式可得

　　 ∑
l

i= 1
ûk iûΡλ(A i)

2
≤∑

l

i= 1
ûk iû 2 õ∑

l

i= 1
Ρλ2 (A i) (17)

因此,结合定理 3,要使式 (15) 成立,只要

∑
l

i= 1
ûk iû 2 <

Ρ
-

Q -
1
ΕP 2

Ε∑
l

i= 1

Ρλ2 (A i)
(18)

由此即可通过参数优化方法来改进不确定系统的鲁

棒最优性能。其优化问题可归结为如下命题

h = ∑
l

i= 1
ûk iû 2 = M A X

Ε,Q , P

Ρ
-

(Q - Ε- 1P 2)

Ε∑
l

i= 1
Ρλ2 (A i)

(19)

5　设计举例

　　某制浆造纸打浆过程[9 ] 的动态不确定系统为

xα( t) =

- 1. 25 0 0

0 - 1. 56 2. 21

0 0 - 6. 20

x ( t) +

k 11 k 12 0

0 k 22 k 23

0 0 0

x ( t) +

- 0. 07 0. 07 0

0 - 1. 57 0

0 0 3. 10

u ( t) (20)

选取性能指标权值矩阵为

Q = diag (10 000, 10 000, 10 000)

R = diag (1, 1, 1) (21)

将不确定性 ∃A 分解为

∃A = k 11A 1 + k 12A 2 + k 22A 3 + k 23A 4 (22)

其中

A 1 =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

,　A 2 =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

A 3 =

0 0 0

0 1 0

0 0 0

,　A 4 =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

求解式 (4) 得 P , 再根据反馈控制 (3) 设计控制器,

得

P =

1 194. 6 50. 4 0. 4

50. 4 65. 2 0. 3

0. 4 0. 3 31. 6

K =

- 83. 622 1 - 3. 530 9 - 0. 025 1

4. 429 1 - 98. 909 1 - 0. 467 8

1. 109 8 0. 973 2 98. 025 8

(23)

　　 按式 (19) ,选取不同 Ε值求解M = Q - Ε- 1P 2

的最小特征值和鲁棒最优界, 结果如图 1 和图 2 所

示。

从图中分析系统的鲁棒性可得如下结论:

1) Ε< 144时,M < 0,此时虽然鲁棒最优界 h

可以达到很大,但已没有意义;

2) Ε> 144时,M > 0,且当 Ε= 285时,鲁棒最

优界 h 达到最大,为 4. 379 6。

由此得到结论: LQ 设计闭环系统的鲁棒最优

界为
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图 1　参数 Ε与鲁棒最优界 h 的关系　　　　　　　　图 2　参数 Ε与M 最小特征值的关系　　　

表 1　不同 q值所对应的鲁棒最优界和控制增益

q 0. 1 1 10 100 1 000 10 000 100 000 1 000 000

鲁棒最优界 0. 389 0 0. 391 7 0. 397 5 0. 452 4 0. 902 4 4. 379 6 34. 352 8 317. 977 8

控制增益 (数量级) 10- 3 10- 1 100 101 101 101 102 102

k 2
11 + k 2

12 + k 2
22 + k 2

23 < 4. 379 6

　　 另外, 当Q = diag (q, q, q) , R = diag (1, 1, 1)

时,不同 q值所对应的鲁棒最优界及控制增益 (数量

级) 的结果如表 1所示。

　　从表 1可以看出:随着 q值的增大,系统的鲁棒

最优界有明显的增加,但控制增益也同时迅速增加。

这说明LQ 设计中可以通过选择性能指标加权来改

善不确定闭环系统鲁棒性, 但要同时考虑使增益限

制在实际允许范围内。

为验证理论的正确性和有效性, 我们进一步做

系统状态响应仿真实验。由前面的计算可知:控制器

为式 (23) 时,鲁棒最优界为 k 2
11 + k 2

12 + k 2
22 + k 2

23 <

4. 379 6, 取初始状态为 x 0 = (1　1　1)。对不确定

因素处于鲁棒最优界内,分别取 k 11 = k 12 = k 22 = k 23

= 1 (实线) ; k 11 = k 12 = k 22 = k 23 = - 1 (虚线) 两组

不确定参数, 仿真结果如图 3 所示。然后, 为了进行

比较,再做不确定因素大于鲁棒最优界的仿真实验。

分别取稍大于鲁棒最优界一点 k11 = 2, k 12 = k 22 =

k 23 = 1 (实线) ; 大于鲁棒最优界较多 k11 = 6, k 12 =

k 22 = k 23 = 1 (虚线) ; k 11 = 1, k 12 = 6, k 22 = 1, k 23 =

1 (点划线) ,结果如图 4所示。

从图 3可见, 系统的鲁棒性和动态性能都比较

理想,具有希望稳定裕度下的最优性。事实上, 对于

鲁棒最优界内的所有不确定因素, 系统都将具有类

似的动态响应。分析图 4中曲线可以看出:对于稍大

于鲁棒最优界一点的不确定因素 (实线) , 系统仍保

持较好的性能;而大于鲁棒最优界较多时,两组不同

的不确定因素对系统的影响有很大的区别, 说明不

确定因素 k 11 对系统性能的影响比较强,而对 k12 来

说所得出的鲁棒最优界有些保守。鲁棒最优界出现

保守性的主要原因可能是在公式推导过程中运用了

不等式,以及采用最大和最小奇异值所造成的。

图 3　不确定因素在鲁棒最优界内的系统响应曲线　　　　图 4　不确定因素在鲁棒最优界外的系统响应曲线

(下转第 881页)
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图 4　算法 3与算法 2均方根误差之差

方根误差。为了更清楚地看到 3种算法之间的区别,

图 3和图4分别给出了算法2与算法1以及算法3与

算法 2的融合均方根误差之差。

5　结　　论

　　本文研究在实际系统中更常见的异步多传感器

数据融合问题。与其它异步问题的研究不同,本文在

对具有多传感器测量的连续时间系统进行离散化处

理时发现,即使原来连续系统的噪声相互独立,相应

离散系统的过程噪声与测量噪声以各各传感器测量

噪声之间也都是相关的。文中推导了相关噪声情况

下的异步融合算法,并通过仿真例子证明了本文算

法处理相关噪声的有效性。
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6　结　　语

　　本文研究了不确定线性系统LQ 设计的鲁棒最

优性分析问题, 给出了不确定闭环系统具有 (1ö2,

∞)增益裕度和 60°相位裕度的鲁棒最优条件,并分

别给出了结构和非结构不确定系统的鲁棒最优性分

析方法。对结构不确定系统,还给出了一种通过参数

和性能指标加权阵选择来提高LQ 设计鲁棒最优性

的优化求解方法。本文所提出的问题和方法,对鲁棒

控制理论的应用研究进行了有益的探讨。制浆造纸

LQ 系统应用实例证明了结论的正确性和有效性。
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