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摘　要: 研究任务间具有链约束的平行机调度问题,目标是在满足任务间链约束的条件下任务的总完

工时间最小,这类问题是 NP-难的。通过对问题的分析, 对于一般情况给出了最优解的必要条件, 对于特

殊情况给出了问题的最优解算法。
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Abstract: A par allel pro cesso r scheduling pr oblem w ith chain-structur ed tasks is studied. T he objective

is to minimize the to tal complet ion t ime. The problem is NP-hard. T hrough analy zing t he pr oblem, a

necessa ry condition o f optima l solution is given for gener al case. The optimal alg or ithms ar e presented

fo r some special cases.
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1　引　　言

　　调度问题也称排序问题, 所研究的问题是把一

些任务安排在一些处理机上加工, 使某个目标函数

达到最小。通常的目标函数是最大完工时间和总完

工时间。对于平行机调度问题,如果目标函数是最大

完工时间,即使任务之间不存在优先约束, 问题也是

NP-难的 [ 1] , 常用的求解方法是启发式算法; 如果目

标函数是总完工时间, 在任务无优先约束时, SPT

( shortest pro cessing t ime first )规则产生最优调度

方案,但任务间有某种优先约束时, 问题是 NP-难

的,即使优先约束为最简单的链形约束,也是如此[ 2]。

　　本文研究任务的加工不允许中断, 任务间具有

链形约束的平行机调度问题, 目标函数是极小化总

完工时间。

2　问题模型及一般结论

　　问题的一般描述为: 设有 m 个处理机 P1 , P2 ,

⋯, P m, n个任务, 任务加工不可中断, 任务间具有链

形优先约束,加工时链不可中断,即同一个链的任务

必须连续加工, 目标函数为总完工时间。该问题用三

参数表示法可记为

Pm�chains��C j ( 1)
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　　问题( 1)是NP-难的, 对一般情况没有多项式

最优算法。

　　为讨论方便,下面设 n个任务形成 k 个平行链

L 1 : T 11→ T 12→⋯→ T 1n
1

L 2 : T 21→ T 22→⋯→ T 2n
2

　　　　　�
L k: T k1→ T k2→⋯→ T kn

k

　　第 l个链L l含有n l个任务, l = 1, 2,⋯, k,∑
k

l= 1
nl

= n。任务 T ij 的加工时间为 p ij , i = 1, 2,⋯, k ; j =

1, 2,⋯, ni。第 l 个链 L l 的加工时间记为

p l = ∑
n

l

j= 1
p lj ,　l = 1, 2, ⋯, k

　　对于多个处理机的调度方案,可先将各个任务

链列为一个表。每当有处理机可以加工任务时, 则在

表中从前到后依次取任务链排在处理机上。因此一

旦列表完毕, 则调度方案就已确定。如果表中链 L i

排在链 L j 前面,则在对应的调度方案中,链 L i 也在

链 L j 之前加工, 当然两个链可能分别在不同的处理

机上加工。

　　下面先给出与问题( 1) 对应的单机调度问题的

一个结论
[ 3]

:

　　引理 1　 对于单机问题

1�chains��C j

把各个链按 p l / nl 不减排列, 即得最优调度方案。

　　对于m > 1的情况,由于问题( 1) 是NP-难的,

因此引理 1的结论并不成立,但可有如下结论:

　　定理 1　 设链 L i 由任务 T i1 , T i2,⋯, T ini 组成,

链L j由任务T j1 , T j2 ,⋯, T j n
j 组成,若链L i与链L j满

足: 1) n i > nj 且 p i≤ p j ; 2) ni ≥nj 且 p i < p j 的条件

之一。则在最优调度方案中链 L i 在链 L j 之前加工。

　　证明　这里用反证法证明链L i与链L j 满足条

件 1) 的情况,另一种情况同理可证。

　　设链 L i与链L j 满足ni > n j 且 p i≤ p j ,但在某

个最优调度方案 �中, 链 L i 排在链 L j 后面加工。下

面证明存在某个调度方案, 其目标函数值比最优调

度方案 �的目标函数值还小,因此矛盾。

　　若在最优调度方案�中,链 L i 与链L j 排在同一

处理机上,则由引理 1,链 L i 应在链 L j 之前加工。

　　设在最优调度方案 �中, 链 L i 排在处理机 P h

上,它的开始加工时间为 t 1; 处理机 Ph 上排在链 L i

后面加工的任务有 m1 个, 记为 T h1 , T h2,⋯, T hm
1
,其

加工时间分别为 p h1 , p h 2,⋯, p hm1; 链 L j 排在处理机

P s上,它的开始加工时间为 t2 ; 处理机 P s上排在链

L j 后面加工的任务有 m2 个, 记为 T s1, T s2 ,⋯, T sm
2
,

其加工时间分别为 p s1 , p s2 ,⋯, p sm
2
。

　　反证假设 t1 > t2 , ni > nj 且 p i≤ p j。以下分两种

情况证明存在某调度方案, 其目标函数比最优调度

方案 �更小。
　　1) m 1 < m2, 交换链 L i 与链 L j 的位置,其余链

位置不变,由此得到调度方案 �1。

　　�与 �1比较, 只有链L i 上任务及任务 T h1 , T h2 ,

⋯, T hm
1
与链L j 上任务及任务 T s 1, T s2, ⋯, T sm

2
的完

工时间不同。

　　在 �中处理机 P h上,链 L i 上任务与任务 T h1 ,

T h2 ,⋯, T hm
2
的完工时间和为

n it1 + ∑
ni

k= 1
( n i - k + 1) p j k +

m1 ( t1 + p i) + ∑
m1

k= 1
( m1 - k + 1) p hk ( 2)

　　在处理机 P s上, 链 L j 上任务与任务 T s1 , T s2 ,

⋯, T sm
2
的完工时间和为

n j t2 + ∑
nj

k= 1
( nj - k + 1) p j k +

m 2( t 2 + p j ) + ∑
m2

k= 1
( m2 - k + 1) p sk ( 3)

　　在 �1中处理机 Ph上,链L j 上任务与任务 T h1 ,

T h2 ,⋯, T hm
1
的完工时间和为

nj t 1 + ∑
n

j

k= 1

( n j - k + 1) p j k +

m1 ( t1 + p j ) + ∑
m

1

k= 1

( m1 - k + 1) p hk ( 4)

　　在处理机 P s 上, 链 L i 上任务与任务 T s1 , T s2 ,

⋯, T sm
2 的完工时间和为

nit 2 + ∑
n

i

k= 1
( ni - k + 1) p ik +

m2( t 2 + p i ) + ∑
m

2

k= 1

( m 2 - k + 1) p sk ( 5)

比较式( 2) ～ ( 5) 可知,�的总完工时间比 �1的总完

工时间多

　( ni - n j ) ( t1 - t 2) + ( m 2 - m1) ( p j - p i) ( 6)

　　由于n i > n j , t1 > t2 , m2 > m 1, p j ≥ p i, 因此式

( 6) 大于 0,与 �是最优调度矛盾。
　　2) m1≥m2 ,交换链L i ,任务T h1 , T h2 ,⋯, T hm

1
与

链 L j , 任务 T s1 , T s 2,⋯, T sm
2
的位置, 其余链位置不

多,由此得到一个调度方案 �2。
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　　�2与 �1比较,只有链 L i 上任务及任务 T h1, T h2,

⋯, T hm1 与链 L j 上任务及任务T s1 , T s2 ,⋯, T sm2 的完

工时间不同。

　　在 �2中处理机 P h上, 链L j 上任务与任务 T s1,

T s2,⋯, T sm
2
的完工时间和为

nj t1 + ∑
n

j

k= 1

( n j - k + 1) p j k +

m2 ( t1 + p j ) + ∑
m

2

k= 1

( m2 - k + 1) p sk ( 7)

　　在处理机 P s上, 链 L i 上任务与任务 T h1, T h2,

⋯, T hm
1
的完工时间和为

nit 2 + ∑
n

i

k= 1
( ni - k + 1) p ik +

m1( t 2 + p i ) + ∑
m

1

k= 1
( m 1 - k + 1) p hk ( 8)

　　比较式( 2) , ( 3) , ( 7) , ( 8) 可知,�比 �2 的总完

工时间多

( n i - nj ) ( t 1 - t2 ) + ( m1 - m2 ) ( t1 - t 2) ( 9)

　　由于 ni > nj , t1 > t2 , m1≥m2 ,因此式( 9) 大于

0, 与 �是最优调度矛盾。(证毕)

　　由于任意两个任务链之间可能不满足定理1的

条件,因此不能由此解得最优调度方案。但是对于满

足定理 1条件的任务链,则可确定其加工顺序, 因此

在利用枚举算法或分枝定界方法求解问题( 1) 时,

利用定理 1的结论可减少计算量。

3　两种可解情况

　　 由定理 1的结论, 对问题( 1) 的两种特殊情况

可得到最优调度方案。

　　定理 2　若每个链所含任务数均相同,即 n1 =

n2 = ⋯= nk ,则将各个链按链加工时间不减排列即

为最优调度方案。

　　定理 3　若每个链加工时间相等,即 p 1 = p 2 =

⋯ = p k,则将各个链按链所含任务数不增排列即为

最优调度方案。

　　定理 2和定理 3的结论由定理1的证明过程即

可得到。显然n1 = n2 = ⋯= nk = 1时 , 定理2为

SPT 规则。下面给出两个数值例子。

　　例 1　　　m = 2,　n = 9,　k = 3

　　　　　　　L 1: T 1→ T 2→ T 3

　　　　　　　L 2: T 4→ T 5→ T 6

　　　　　　　L 3: T 7→ T 8→ T 9

　　　　　　　p = ( 2, 3, 1, 2, 1, 2, 3, 2, 3)

　　由定理 2得最优调度方案: L 2 , L 1, L 3,总完工时

间为 54。

　　例 2　m = 2,　n = 9,　k = 3

L 1: T 1→ T 2

L 2: T 3→ T 4→ T 5→ T 6

L 3: T 7→ T 8→ T 9

p = ( 4, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1)

　　由定理 3得最优调度方案: L 2 , L 3, L 1,总完工时

间为 43。

4　结　　论

　　本文讨论任务的加工不允许中断, 任务间具有

链约束平行机调度问题, 目标函数是极小化总完工

时间。对于一般情况,给出了最优调度满足的必要条

件; 对于两种特殊情况, 给出了最优调度方案, 并利

用具体例子对定理的应用做出解释。对于一般情况,

虽然不能用本文结论直接得到最优调度方案, 但在

枚举算法和分枝定界算法利用本文的 3个结论可使

计算量减少,较快得到最优调度方案。另外, 本文的

全部结论可以推广处理机具有准备时间的情况
[ 3]
。

证明完全类似, 不再赘述。
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