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摘　要: 基于被控对象的离散差分方程推导出广义预测控制中闭环系统特征多项式的阶数, 然后给出

一个新的保证闭环系统稳定的充分条件。
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1　引　　言

　　自 Clarke 等[ 1, 2]提出广义预测控制( GPC)算法

以来, 由于该算法具有模型参数少,对扰动、随机噪

声、时滞变化等有较强的鲁棒性等特点,使其在工业

过程控制中得到了成功的应用。但由于不易找出可

调参数(预测时域、控制时域和加权因子)与稳定性

之间的显式关系,所以广义预测控制方法的闭环稳

定性分析较为困难。文献[ 2]基于状态方程给出了广

义预测控制的几个稳定性定理, 但其可调参数的选

择比较特殊; 文献[ 3]针对一类简单广义预测控制方

法,给出了闭环系统稳定的一个定理,但此定理仅能

对被控对象开环稳定、控制时域为 1的广义预测控

制方法加以检验;而文献[ 4]则针对单值广义预测控

制方法,给出了闭环系统稳定的定理,但其仅适用于

预测时域只取一步、控制时域为 1的广义预测控制。

　　本文基于被控对象的离散差分方程,推导出一

般广义预测控制方法中闭环系统特征多项式的阶

数, 然后推导出用被控对象参数表示的便于应用的

闭环系统稳定新的充分条件。

2　问题描述

　　被控对象采用如下的离散差分方程[ 1]

A ( z - 1) y ( t) =

B( z
- 1

) u( t - 1) + C( z
- 1

) w ( t ) / � ( 1)
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其中, {u( t ) } 和{ y ( t) } 分别表示被控对象的输入和

输出, { w ( t) } 是随机变量序列, � = 1 - z
- 1表示差

分算子,

A ( z - 1) = 1 + a1z
- 1 + ⋯ + an

a
z

- n
a

B ( z - 1 ) = b0 + b1z
- 1 + ⋯ + bn

b
z

- nb

C( z
- 1

) = 1 + c1z
- 1

+ ⋯ + cncz
- n

c

由文献[ 1] 知, 广义预测控制律可表示为

�u( t ) = P
T

Y r -
F

C( z
- 1

)
y ( t) -

　　　　 H
C( z

- 1
)
�u( t - 1) ( 2)

式中, P
T

= [ p 1, ⋯, p N ] 是( G
T
G + �I )

- 1
G

T
的第一

行; G, Y r , F, H 见文献[ 1]。将式( 2)代入式( 1) , 利用

Diophant ine 方程可得闭环系统方程为

T ( z
- 1

) y ( t ) = z
- 1
B ( z

- 1
) C( z

- 1
) P

T
Y r +

[ C( z - 1 ) + z
- 1
P

T
H ] C( z - 1) w ( t )

其中

T ( z - 1 ) = C( z - 1) {A ( z - 1) � +

∑
N

j= 1
z

j- 1
p j [ B( z

- 1
) -

G j ( z - 1 ) A ( z - 1) �] } ( 3)

令

T
- ( z

- 1
) = A ( z

- 1
) � +

∑
N

j= 1
z
j - 1

p j [ B( z
- 1

) - G j ( z
- 1

) A ( z
- 1

) � ]

( 4)

因为C( z - 1) 的零点一般在单位圆内,由式( 3)知,要

使闭环系统稳定,则要求T- ( z - 1 ) 的零点在单位圆内

即可。

3　闭环系统特性分析

　　为便于研究,令n = max {na + 1, nb + 1, n c} ,记

　　A ( z - 1 ) � = 1 + a
-

1z
- 1 + ⋯ + a

-
nz

- n

　　B
-( z - 1) = b

-
0 + b

-
1z

- 1 + ⋯ + b
-
n- 1z

- ( n- 1)

　　C-( z - 1 ) = 1 + c-1z
- 1 + ⋯ + c-nz - n

其中

a-i =

a1 - 1,

ai - ai- 1 ,

- an
a,

0,

　

i = 1

2≤ i≤ na

i = na + 1

i > na + 1

b
-
i =

bi,

0,
　

0≤ i ≤ nb

i > nb

c
-
i =

ci,

0,
　

1≤ i≤ nc

i > nc

则有如下引理(以下推导中约定 a
-

0 = 1) :

　　引理 1
[ 3]　 离散差分方程模型( 1) 的状态空间

能观标准型描述为

x ( t + 1) = A
-
x ( t ) + b

-�u( t) + g
-
w ( t )

y ( t) = c
-T
x ( t) + w ( t )

其中

A
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　　引理 2　以上的 a
-
i 和 b

-
i 满足

b
-
i = ∑

i

k= 0

a
-
i- kgk, 　0≤ i≤ n - 1

∑
i

k= i- n

a
-
i- kgk = 0,　n≤ i≤ n + N - 1

( 5)

其中 g0 , g1, ⋯是被控对象阶跃响应系数。

　　证明　取

 =

c-T

c-T
A-

�
c
-T
A
- n- 1

,　R a
- =

1 0 ⋯ 0

a
-

1 1 ⋯ 0

� � � �
a
-
n- 1 a

-
n- 2 ⋯ 1

容易证明[ 5]
Ra- = I。又由引理 1 知, 被控对象的阶

跃响应系数 g0 , g1, ⋯满足 g i = c
-T
A
- i

b
-, i = 0, 1,⋯,

因此

　　

g0

g1

�
gn- 1

=  b-

所以

1 0 ⋯ 0

a
-

1 1 ⋯ 0

� � � �
a
-
n- 1 a

-
n- 2 ⋯ 1

g0

g1

�
gn- 1

= b
- ( 6)

由式( 6) 知, 当 0≤ i ≤ n - 1时, b-i = ∑
i

k= 0
a
-
i- kgk。

　　当n≤ i≤n + N - 1时,利用Cayley-Hamilton

定理,由矩阵 A
- 的特征多项式可证结论亦成立。(证
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毕)

　　引理 3　对于闭环系统特征多项式T ( z - 1 ) ,有

　 degT ( z - 1) =

　
m ax {na + 1, nb + 1, nc} + nc,

m ax {na + 1, nb + 1, nc} + nc - 1,
　
�> 0

�= 0

　　证明　由于

z
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a
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由式( 5) 知上式可以写成

z
j- 1

[ B( z
- 1

) - G j ( z
- 1

) A ( z
- 1

) � ] =

g j z
- 1 + ( a-1g j + g j+ 1 ) z - 2 + ⋯ +

∑
n

i= j

a
-
n- ig iz

- ( n- j + 1) +

∑
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i= j

a
-
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- ( n- j + 2) + ⋯ +

∑
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i= j

a
-
n+ j - i- 1g iz

- (n- j + N ) ( 7)

当 j = 1, 2,⋯, N 时,将式( 7) 代入式( 4) , 经整理后

得

T
- ( z

- 1
) = 1 + ( a-1 + M 1 ) z

- 1
+

( a-2 + M2 ) z - 2 + ⋯ + ( a-n + Mn ) z - n

( 8)

其中

M i = [ a-i- 1　a
-
i- 2　⋯　a

-
i- n] ×

g1 g2 ⋯ g N

g2 g3 ⋯ gN + 1

� � � �
gn gn+ 1 ⋯ g n+ N - 1

P

i = 1, 2, ⋯, n

当 i < k 时, a-i- k = 0。又由式( 5) 知

Mn = - an [ g0, ⋯, gN - 1 ] P ( 9)

而当�= 0时, [ g0 ,⋯, g N - 1] P = 1,代入式( 9) 得 a
-
n

+ M n = 0。再由式( 3) 知引理结论成立。(证毕)

　　定义向量!< ∀,当且仅当!中的元素小于∀中
的对应元素, 则有如下定理:

　　定理 1　 当 �> 0且

A
-

O
-

O

A
- # P <

1 - a-1

a
-

1 - a
-

2

�
a
-
n- 1 - a

-
n

a
-
n

( 10)

成立时,广义预测控制律( 2) 使闭环系统稳定, 其中

# = [ b-　A
-

b
-　⋯　A

- N - 1
b
-]。

　　证明　由式( 8) 知,当

1 > a-1 + M1 > a-2 + M2 >

⋯ > a
-
n + Mn > 0 ( 11)

成立时, T- ( z - 1) 的所有零点都在单位圆内[ 6]。而式

( 11) 等价于下式

A pD gP <
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-

1

a
-

1 - a
-

2

�
a
-
n- 1 - a

-
n

a
-
n

( 12)

其中

A p =

1 0 ⋯ 0

a
-

1 - 1 1 ⋯ 0

a-2 - a-1 a-1 - 1 ⋯ 0
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a
-
n - 1 - a

-
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-
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-
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考虑到A p =
R a

O
-

O

R a

, D g =  A- # (其中R a和 

的定义见引理 2证明) , # = [ b-　A
-

b
-　⋯　A

- N - 1
b
-] ,

且 Ra = I ,所以

A pD g =
I

O
-

O

I
A
- # =

　　
A
-

O
-

O

A
- #

　　将上式代入式( 12) 知定理结论成立。(证毕)

　　定理 2　当 �= 0且

A
=

O
-

O

A
= # P <

1 - a
-

1

a
-
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-
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a
-
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( 13)
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成立时,广义预测控制律( 2) 使闭环系统稳定, 其中

A
=

是 A
- 的前 n - 1行。

　　证明略(类似于定理 1证明)。

　　推论1　当�= 0, N u = N 时,若B ( z - 1) 稳定,

则闭环系统稳定。

　　证明略。

4　例　　子

　　设被控对象为

y ( t ) = 0. 7y ( t - 1) + 0. 9u( t - 1) +

0. 6u( t - 2) + w ( t) / �
对于此系统

A- =
1. 7 1

- 0. 7 0
,　b- =

0. 9

0. 6
,　c-=

1

0

　　1) 取设计参数 N = 3, N u = 2, �= 0. 1,则得

# =
0. 9 2. 13 2. 991

0. 6 - 0. 63 - 1. 491

图 1　 输出 y( t)

图 2　 控制 u( t)

P =

0. 504 9

0. 426 7

- 0. 140 2

经验证式( 10) 成立,由定理 1知此时的控制律可保

证闭环系统稳定。

　　为说明定理1的有效性,图1和图2分别给出了

参考序列 y r ( t) = 0和w ( t) = 0时输出 y ( t ) 和控制

u( t ) 的仿真图, 从图中可以看出,输出能很快地跟踪

参考序列。

　　2) 取设计参数 N = 3, N u = 2, �= 0和 N =

N u , �= 0,同样可验证其分别满足定理2和推论1的

条件,此时的控制律亦可保证闭环系统稳定。

　　对于上述例子,如果根据文献[ 2] 中定理,则均

不能判断以上各情况闭环系统的稳定性。

5　结　　论

　　本文推导出被控对象用离散差分方程表述时,

广义预测控制中闭环系统特征多项式的阶数, 然后

推导出一个新的保证闭环系统稳定的充分条件。

参考文献:

[ 1] Clarke D W , M ohtadi C, T uffs P S. Gener alized pre-

dictiv e contro l, Par t I and Part Ⅱ [ J] . Automatica ,

1987, 23( 2) : 137-160.

[ 2] Clarke D W , M ohtadi C. Pr oper ties o f g eneralized pre-

dict ive contr o l[ J] . Autom atica, 1989, 25( 6) : 859-875.

[ 3] Scattolini R, Bittanti S. On the cho ice of the hor izon in

long-range predictive contro l—— Som e simple criter ia

[ J] . Aut omatica, 1990, 26( 5) : 915-917.

[ 4] 郑海涛, 袁璞. 广义预估控制的稳定性研究 [ J] . 自动化

学报, 1993, 19( 4) : 493-496.

[ 5] Chen Ch T . L inear sy st em theor y and design[ M ] . New

York: Holt, R inehart and Winst on, 1984.

[ 6] 席裕庚. 预测控制[ M ] .北京: 国防工业出版社, 1993.

668 控 　　制　　与　　决 　　策 2 0 0 1 年


