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自适应乘子在工程优化问题中的应用

张春慨, 邵惠鹤

(上海交通大学 自动化研究所,上海 200030)

摘　要: 在增广 Lag range乘子函数和协作进化算法的基础上, 采用自适应策略来解决工程优化问题。

其中存在两组相互作用的进化种群 A 和 B , A 利用 B 的反馈信息来评价 A 中乘子个体的优劣,进而进

化A 中乘子个体; B 则利用A 中乘子个体来动态进化原问题的候选解个体。在算法迭代过程中, 罚因子

是确定性逐渐增大,以使算法逐渐收敛; A 中乘子个体则朝其最优值的方向进化, 且由 B 可得到原问题

的最优解。与基于静态和动态罚函数的 GAs 相比 ,该算法准确度和鲁棒性较高,易于实现,并适合并行

化计算。
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Abstract: A new m ethod based on coevolution is pr opo sed where two populations int er act w ith each

o ther to coevolute the multiplier and solution. Compa red w ith the st andard GAs with static and dynam-

ic penalty par ameters, the test results show that t his alg or ithm is easy to be implement ed, and its effi-

ciency is higher in accur acy and reliability , so it is effectiv e for constra ined opt imization pr oblem.
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1　引　　言

　　在工程优化问题中,约束是不可避免的,作为一

种解决优化问题的新型算法,进化算法( EAs)已应

用在许多实际工程优化中。以往一些利用EAs 算法

处理约束优化问题的方法大致归为 4 类[ 1] : 1)基于

保留解的可行区域方法; 2)基于惩罚不可行解方法;

3)明确可行解和不可行解方法; 4)基于解码方法。其

中一些用来处理约束的策略或多或少的与求解的问

题有关, 例如有关线性约束的信息可以被结合在特

别的操作算子中, 或设计一个修复算子以使不可行

解映射到可行解域,或设计特殊解码和其他特殊操

作算子等。就目前来看, 对于实际工程优化问题, 处

理约束较为通用的方法仍是惩罚不可行解方法, 即

罚函数和乘子法。由于乘子或罚因子的更新过程并

不需要个别约束的梯度信息, 因此很适合一些工程

应用。但由于罚函数和乘子法本身固有的问题(如何
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确定罚因子和乘子的更新策略) ,使得罚函数或乘子

法在EAs 中的应用遇到较大困难。例如,对于罚函

数而言,如果罚因子 �选取的太小,则罚函数的极小

点远离约束问题的最优解; 反之,则易使算法陷入局

部极小点,且给计算增加困难;同样问题也存在于乘

子法中。

　　本文提出一种处理约束的合作协作进化算法,

其建立在增广 Lagr ange乘子法基础上,利用两个相

互作用的种群,分别进化乘子和原问题候选解, 并在

连续的相互作用和协同进化中, Lagr ange 乘子趋向

于最优值,而使原问题的候选解收敛到最优值。

2　基于乘子法的合作协作 EAs算法

2. 1　增广 Lagrange乘子法

考虑一般约束优化问题

min
x∈S
　f ( x )

s . t .　g i( x ) = 0,　i = 1, 2,⋯, l

　　g i ( x ) ≤ 0,　i = l + 1, l + 2,⋯, m ( 1)

其中, S � R
n
为搜索空间,是一个n维立方体, 即由 li

≤ x i ≤ u i( i = 1, 2,⋯, n) 组成; f : S → R 为目标函

数; 集合 F = { x ∈ S ; g i( x ) = 0, i = 1, 2,⋯, l,

g i( x ) ≤ 0, i = l + 1, l + 2,⋯, m} 为可行区域。

　　为了处理约束, Hestenes和 Pow ell于 1968年

各自提出了乘子法[ 2]。增广 Lag range乘子函数定义

为

� ( x ,  , r ) =

f ( x ) +
1
2∑

l

i= 1
r i[ ( g i +  i) 2

-  2i ] +

1
2 ∑

m

i= l+ 1
r i [ max ( g i +  i , 0) 2 -  2i ] ( 2)

其中, r i是罚因子, u i = r i i是Lag range乘子,为了简

化起见, r i = r。

　　增广 Lagr ange乘子函数与罚函数的区别在于

增加了乘子项,这种区别使得增广Lag range乘子函

数与Lag range乘子函数及罚函数相比,具有不同的

特点:对于 � ( x ,  , r) 而言,如果事先知道最优乘子

ui ,只要取足够大的罚因子 r ,就可通过极小化 � ( x ,
 , r) 求得原问题的局部最优解[ 2] , 在某种程度上克

服了罚函数法中因罚因子趋向无穷大而带来的病态

性[ 3]。

2. 2　基于乘子法的合作协作 EAs算法

在求解增广 Lagrange 乘子函数时,由于变量之

间关系复杂, 且目标函数或约束不可微时采用确定

性方法来更改 Lagrange 乘子是不现实的。比较可行

的方法是采用自适应策略, 即先给定充分大的罚因

子 r 和 Lag range乘子的初步估计 u
0
i ,然后在算法迭

代中根据反馈信息自适应地修正第 k 代中的乘子

u
k
i , 以使第( k + 1) 代的乘子 u

k+ 1
i 趋向最优值。

　　本文提出基于乘子法的合作协作 EAs算法, 其

利用相互作用的进化种群
[ 4]
,分别进化 Lagrange 乘

子和原问题的候选解。其中种群A 利用种群 B j 的适

配值信息来评价种群 A 中乘子个体的优劣,进而进

化乘子个体;种群B j 则利用种群 A 的乘子个体而动

态地改变其适应值函数以进化原问题的候选解。在

算法迭代过程中, 罚因子逐渐增大, 而 Lag range 乘

子则逐渐趋向于最优值, 并且原问题的最优解可在

种群 B j 中得到。

　　基于乘子法的合作协作 EAs算法的步骤如下:

　　1) 初始化

　　种群 A :规模为 S1, 浮点数编码,编码内容是乘

子u i。均匀地随机产生 S 1个个体,并确定交叉概率

和突变概率。

　　种群B :对应于种群A 中的第 j 个个体, 均匀随

机产生一个规模为 S 2的种群 B j , 浮点数编码,编码

内容是 x i ( i = 1, 2,⋯, n) , 确定交叉概率和突变概

率。这样共有 S1个种群 B j ( j = 1, 2,⋯, S 1)。

　　2) 确定罚因子 r 的更新规则

r = ( Ck)
!

( 3)

其中, C = 0. 5, != 2, k 是算法迭代次数。

　　3) 算法迭代

　　　 for k = 1, 2,⋯, max-cycles

　　对应于种群 A 中第 j 个乘子个体的编码内容,

确定种群 B j 的适应值函数

　　　　　fo r j = 1, 2, ⋯, S 1

　　　　　　for i = 1, 2,⋯, max-gen-b

　　进化种群 B j ,其适配值函数如

fitnessB = f ( x ) + 1
2∑

l

j = 1

r j [ ( g i +  i) 2 -  2i ] +

　　　　
1
2 ∑

m

i= l+ 1

r i [ max ( g i +  i , 0) 2 -  2i ] ( 4)

　　　　 　　 end

　　　　　end

　　　　　fo r i = 1, 2, ⋯, max-gen-a

　　进化种群 A , 其适配值函数如

f itnessA =

∑
S 2

i= 1

feasible-f itness i + unfeasible-fitnessi
S2

( 5)
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式( 5) 中, 种群 A 的第 j 个个体的适配值 f itnessj 等

于对应种群 B j 中所有个体的适配值平均值;

feasible-fitnessi和 unfeasible-fitness i分别是种群B j

中位于可行域和非可行域的个体适配值函数,分别

如

feasible-f itnesss i = f ( x ) ( 6)

unfeasible-f itnesssi =

f max +
1
2∑

m

j = 1
g
2
j +

1
2∑

l

j= 1
h
2
j ( x ) ( 7)

其中, f max 是种群B j中可行解中最大的目标函数,即

种群B j 中位于可行域中最差个体的目标函数, 如果

种群B j 中不存在可行解, 那么 f max 等于种群B j ( j =

1, 2,⋯, S1) 中可行解中最大的目标函数,否则如果

都不存在可行解, 那么 f max = 0。

　　　　end

　　　　根据式( 3) 更新罚因子

　　end

　　4) 算法结束

　　在式( 5) 中,定义种群 A 的个体适应值函数的

原则是: � 任何可行解都要好于任何不可行解; �
在两个可行解之间,选择具有好的目标函数的解;  

在两个不可行解之间, 选择具有小的约束违犯值的

解。

　　进一步地说, 为了进化所有解, 通常先检查解

是否违犯约束,如果解是不可行的,算法就不需要计

算其目标函数。因为在实际中这样的解不能实现,而

且不可行解的适应值大小除了与其违犯约束的大小

有关,还与最差可行解的适应值有关。

　　 在算法迭代过程中, 罚因子是逐渐增大的,

Lagrange 乘子自适应地趋向于最优值,而原问题的

最优解可在种群 B j 中得到。对于种群 B j ,其进化代

数是恒定的, 且每次进化均是在前一次进化基础上

进行的。其优点是种群具有继承性,这在一定程度上

可以防止算法不稳定。但这样可能导致种群多样性

降低, 因此在进化初期,取突变概率较大, 且随着进

化进行,突变概率降低。

3　测试函数

　　为了测试该算法的性能,考虑在文献中提到的

几个约束优化问题。为合理评价本文算法,在进化单

个种群时使用了标准 EAs算法, 且其参数没有精细

调整。文献中提出的 GAs算法,为了处理约束,使用

了罚函数方法, 包括自适应罚函数和静态罚函数(取

不同的罚因子) , 且其参数进行了精细调整。在本文

算法中, Lagrange 乘子的范围为 1≤ u i ≤ 999。

　　问题 1

f ( x ) = ( x 1 - 2)
2
+ ( x 2 - 1)

2

　　约束条件

x 1 - 2x 2 + 1 = 0

- x
2
1 / 4 - x

2
2 + 1≥ 0

0≤ x 1≤ 10,　0≤ x 2≤ 10

　　该问题的参考全局最优点为 x
*
= ( 0 . 82 3,

0. 911) ,参考最优目标函数值为 f
*
= 1. 393。本文

算法和文献中的算法各自运行 10次所得到的最好

结果如表 1所示,其中本文算法运行 10次所得到的

平均最优目标函数为1. 408 7,所找到的最差目标函

数为 1. 431 2。

　　问题 2　Himmelblau 的非线性优化问题[ 6]

f ( x ) = 5. 357 854 7x 2
3 + 0. 835 689 1x 1x 5 +

37. 293 29x 1 - 40 792. 141

　　约束条件

　g1 ( x ) = 85. 334 407 + 0. 005 685 8x 2x 5 +

　　　　　0. 000 26x 1x 4 - 0. 002 205 3x 3x 5

　g2 ( x ) = 80. 512 49 + 0. 007 131 7x 2x 3 +

　　　　　0. 002 995 5x 1x 2 + 0. 002 181 3x 2
3

　g3 ( x ) = 9. 300 961 + 0. 004 702 6x 3x 5 +

　　　　　0. 001 254 7x 1x 3 + 0. 001 908 5x 3x 4

　0≤ g1 ( x ) ≤ 92, 　90≤ g2 ( x ) ≤ 110　　　

　20≤ g3 ( x ) ≤ 25,　78≤ x 1 ≤ 102　　　

表 1　本文算法与其它方法的比较

设计变量
得到的最好解

本文算法 Gen [1] Homaifar [ 5] GRG [6]

x 1 0. 822 8 0. 808 0 0. 810 2 0. 822 9

x 2 0. 911 2 0. 885 44 0. 902 6 0. 911 5

g 1 4. 00× 10- 4 3. 7× 10- 2 5. 00× 10- 3 1. 00× 10- 4

g 2 - 0. 043 0. 052 0. 025 - 5. 15× 10- 5

f ( x) 1. 393 7 1. 433 9 1. 425 1 1. 393 4
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表 2　本文算法与其它方法的比较

设计变量
得到的最好解

本文算法 Gen [1] Homaifar [ 5] GRG [6]

x 1 78. 008 81. 490 78. 000 78. 620

x 2 33. 011 34. 090 33. 000 33. 440

x 3 27. 109 31. 240 29. 995 31. 070

x 4 45. 000 42. 200 45. 000 44. 180

x 5 44. 822 34. 370 36. 776 35. 220

g 1 91. 980 9 90. 523 90. 714 6 90. 520 7

g 2 96. 209 6 99. 319 98. 840 5 98. 892 9

g 3 20. 000 1 20. 060 19. 999 9 20. 131 6

f ( x) - 31 025. 141 2 - 30 183. 586 - 30 665. 609 - 30 373. 949

　　33≤ x 2≤ 45, 　27≤ x i ≤ 45,　i = 3, 4, 5

　　本文算法运行 10次所得到的平均最优目标函

数为- 3 102 3. 54 7, 所找到的最差目标函数为:

- 31 021. 862,表 2给出了几个算法在 10次运行中

的最好结果。

4　结　　语

　　本文在乘子法的基础上, 把非线性约束优化问

题转化为无约束优化问题,然后利用合作协同进化

算法分别进化 Lagr ange乘子和原问题候选解, 以得

到近似最优Lag range乘子和近似最优解。仿真结果

表明,与其他算法相比,该方法具有较好的约束处理

能力及可以获得较好的近似全局最优解, 且算法鲁

棒性较强。该算法的优点在于: 算法迭代过程中,乘

子和原问题的候选解之间是相互作用的, 从而使乘

子自适应变化,且种群的适应值函数也是动态变化

的。
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