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基于改进遗传算法的时间最优控制问题求解
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摘　要: 对原有遗传算法的不足进行分析, 提出改进的遗传算法。对于高维、高精度问题, 改进算法相对

原算法可节省大量存储空间和解码时间。提出的选择算子仅与父代的大小顺序有关,既可避免原算法对

适应值必须为正的限制,又可避免算法过早收敛到局部解。证明了新算法的全局收敛性,并对新的选择

算子进行了性能分析。将改进的遗传算法引入受约束时间最优控制问题的求解, 获得了令人满意的结

果。
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Abstract: A s a global searching alg or it hm , the basic frame o f genetic alg or ithm is fo rm ed. The coding

t echnique is improved by constr ucting t he chr omosome dir ect ly using the o riginal v ariables, and a new

selection oper ato r is pr esent ed. The new selection operato r can avoid t he conver gence to lo cal solution

in some sense. The global conver gence is pro ved w hen the new algo rithm used to so lv e the optimization

pr oblem on a bounded and closed domain. T he alg or ithm is also used to so lve constra ined time-optimal

cont ro l pr oblems. The num erical ex ample show s its advantag e.
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1　引　　言

　　时间最优控制是工程实践中经常遇到的一类最

优控制问题, 例如惯性导航系统中的快速对准问题,

导弹控制中的快速转接问题等。如果控制变量不受

任何约束或控制为容许控制, 则可借助于古典变分

法及庞特里雅金极大值原理进行讨论。但在许多实

际问题中,如燃气轮机快速加载问题,控制不仅受约

束, 而且是受状态约束, 对于这类时间最优控制问

题, 上述方法则很难适用。目前对约束最优控制问

题, 一个较好的解决办法是利用罚函数方法将约束

最优控制问题转化为无约束最优控制问题。对无约

束最优化问题,传统算法有多种, 如梯度法(最速下

降法)、牛顿法及其各种变形、共轭梯度法、变尺度法

(包括 DFP 法、Pearson法)、Pow ell法等,但这些传

统算法只能求解局部解。此外,对受约束最优控制问

　收稿日期: 2000-09-14; 修回日期: 2001-01-05

　基金项目: 国家自然科学基金项目( 59876021) ;上海交通大学博士启动基金项目( A987011)

　作者简介: 曾进( 1970—) ,女,湖南湘乡人,副教授, 博士,从事数值计算和最优控制研究; 任庆生( 1972—) , 男,江苏无锡人,

副教授,博士, 从事计算智能与图像处理研究。



题,需要结合罚函数法共同求解。而罚函数法一般要

求惩罚因子趋于无穷, 此时若采用某些传统算法,则

易产生病态问题, 这进一步限制了传统算法的应用。

　　针对上述问题, 本文将遗传算法引入时间最优

控制问题。与传统的优化算法相比,遗传算法是一种

高度并行、随机、自适应全局搜索算法,由于它只需

了解函数值, 而不需导数等信息,所以在结合罚函数

法求解受约束最优控制问题时, 惩罚因子直接取很

大的值也不会产生病态问题, 从而大大减少了计算

量。鉴于遗传算法计算速度慢和存储量大等缺点,本

文提出了改进的遗传算法,并讨论了新算子的性能

及新遗传算法的收敛性。将其与传统最优化方法相

结合,集中二者各自的优点,能以较大概率快速收敛

到全局最优解。具体数值结果显示了遗传算法在受

状态约束时间最优控制求解中的可行性。

2　改进的遗传算法

2. 1　传统二元型遗传算法的不足

通常使用的遗传算法的基本过程参见文献[ 1

～ 3]。虽然目前该算法已被广泛应用, 并取得了一

定成果,但我们经过研究认为它仍存在一些不足之

处:

　　1) 用二进制数进行编码,在求解多维高精度问

题时需要占用大量存储空间, 且在解码上消耗过多

的时间,使计算性能下降。

　　2) 选择算子的不合理性: � 标准的选择算子要

求适应值函数大于 0, 对于实际的目标函数, 其值域

无法预知, 从而无法事先确定能使函数值为正的转

换函数,而转换函数的选择对算法性能也有很大影

响; � 在基于适应值比例的选择下, 一个具有很高

适应值的个体很容易大量繁殖, 而其它个体则被淘

汰,这时参加交叉运算的两个个体相同的可能性大,

因此很难生成新个体, 而变异算子生成的个体即使

适应值更高, 但由于数量少,所以被淘汰的概率仍然

很大, 从而导致过早收敛到局部解;  如果群体中

各个染色体的适应值相差不大, 则它们后代的个数

也会基本相同,好的个体得不到更多繁殖的机会,从

而使算法的收敛速度变慢。

　　3) 算法的随机性过强,缺乏相应的下降指导原

则,使得算法的收敛速度过慢。

　　由上面的分析,我们认为有必要对染色体的编

码方式进行推广, 直接利用原始变量来构成染色体,

并在不影响算法全局收敛性的条件下, 提出相应的

具有一定指导原则的新算子。这种改进的算法具有

表示方法自然直观、节约存储空间、计算速度快等优

点。

2. 2　改进的遗传算法描述

2. 2. 1　染色体表示形式

　　本文直接采用原始变量来构成染色体 x 1x 2

⋯x n ,它由 n个基因组成, 每个基因 x i 代表一个变

量,该染色体则代表问题定义域的一个点。

2. 2. 2　适应值函数

　　本文直接利用目标函数作为适应值函数, 对其

值域不作任何要求。

2. 2. 3　遗传算子

本文采用的基本算子如下:

1) 选择算子: 由于此时适应值函数可能小于 0,

因此不能采用原来基于适应值比例的选择算子。本

文采用如下的选择算子:

� 从上一代群体中等概率选取 q个染色体;

� 在这 q 个染色体中选择最好的置于下一代

群体;

 重复以上各步,直至下一代群体中包含同样

多的染色体。

　　对于这种选择算子, 一个染色体被选择的概率

只取决于它在群体中的大小顺序, 该染色体适应值

比其它染色体大多少或小多少不会影响其后代数

量, 从而在一定程度上避免了经选择后染色体过于

集中的情况。

2) 交叉算子: 可采用如下交叉算子:

� 一点交叉算子: 若有染色体 a1a2⋯an 和

b1b2⋯bn被选中参加交叉,等概率随机选取交叉位置

为 j , 则交 叉后新染 色体为 a1⋯a jbj+ 1⋯bn 和

b1⋯bj a j+ 1⋯an ;

� 线段搜索算子: 若有染色体 x 和 y 被选中参

与交叉,则在 x 和 y 之间连一条直线,并在这条直线

上随机选取一点作为下一代。

这两种交叉算子的使用应结合具体问题的定义

域结构综合考虑, 亦可根据具体问题的解空间特点

来定义新的交叉算子。

3) 变异算子:

� 完全随机变异算子:若有基因a j 被选中发生

变异, 则新基因为 a
~
j , a~j 随机地取定义域内任一数

值;

� 随机方向变异算子:以被选中的染色体为起

点,随机产生一个方向,并沿此方向寻找最优点作为

新的染色体;
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 Pow ell 变异算子: 以被选中的染色体为起

点,进行 i步 Pow ell寻优,并以找到的该染色体作为

新的染色体。

　　后两种变异算子均具有局部寻优的特点, 为加

快算法的寻优速度,宜在算法的初始阶段使用, 或初

期使用较大的变异率, 但随着演化代数的增加, 其变

异率将逐步降至 0。

2. 3　改进遗传算法的收敛性分析

　　作为一种数值算法, 其收敛性是最基本的性质

之一。对于传统的二元型遗传算法,其全局收敛性已

有证明
[ 4]
。下面给出应用于求解有界闭定义域上函

数全局最优解的改进遗传算法的收敛性分析。

设问题为

min
x∈D

f ( x ) ( 1)

其中定义域D为R
n
中一有界闭集,全局最优解集为

F。

定义 1　� �> 0, 若对改进的遗传算法求得的

解 x
~
, � x *

∈ F ,使得

� f ( x~) - f ( x * ) � < � ( 2)

则称算法得到了全局最优解。

定理 1　 如果: 1) f ( x ) 是连续函数; 2) 在改进

遗传算法的运算过程中保留所获得的最好解。则随

着演化代数趋向于无穷,算法将得到全局最优解。

证明　由于 f ( x ) 是连续函数,定义域 D 为有

界闭集,因此有� �> 0, � �> 0,使得� x , x′∈D。
当 �x′- x � < �时,有

� f ( x′) - f ( x ) � < � ( 3)

对定义域D 内每一点 x ,构造开集

T ( x , �) = { x′: �x′- x � < �} ( 4)

令 T = ∪
x∈D
T ( x , �) ,则T 为定义域D 的一个开覆盖。

由 Heine-Bor el 开覆盖定理, 存在 T 的有限子覆盖

∪
m

i= 1
T i , D  ∪

m

i= 1
T i,其中T i 为某一T ( x , �)。令 Q1 = T 1

∩ D , Q i = ( T i ∩ D ) \ (∪
i- 1

j = 1
Qj ) , i > 1,则∪

m

i= 1
Qi = D ,

Qi ∩Q j = ! ,� i≠ j , 即{Q i} 构成定义域D的一个

互不相交的覆盖。

对所讨论问题,每个染色体 x 1x 2⋯x n代表了点

( x 1 , x 2 ,⋯, x n) , 则� Q i使得( x 1 , x 2, ⋯, x n ) ∈Q i,因

此可用 Qi 来表示染色体 x 1x 2⋯x n。

通过上面的过程, 本文将原来的连续空间离散

为有限个区间, 然后根据文献[ 4] 对二元型遗传算

法收敛性的证明, 可知随着演化代数趋向于无穷,遗

传算法将得到全局最优解, 且与初始分布无关。□

定理 2　如果: 1) f ( x ) 有界; 2) 在改进遗传算

法的运算过程中保留所获得的最好解。则随着演化

代数趋向于无穷,算法将得到全局最优解。

与定理 1证明相似, 此略。

2. 4　新选择算子的性能分析

设群体规模为N ,并设问题为一最小化问题。为

讨论方便,将这 N 个染色体按适应值从小到大的顺

序排列为 x 1 , x 2, ⋯, x N。从这 N 个染色体中等概率

抽取 q 个(允许重复, 否则染色体 x N - ( q- 2)⋯x N 将永

远不能出现在下一代) , 则可能的情况共有 C
q
N + q- 1

种。在这 q 个个体中选择最优的个体, x k 为该最优个

体的情况共有 C
q- 1
N - ( k- 1) + ( q- 1) - 1 种,因此其概率为

P ( x k) =
C
q- 1
N - ( k- 1) + ( q- 1) - 1

C
q
N + q- 1

=
C
q- 1
N - k+ q- 1

C
q
N + q- 1

( 5)

　　可见, 这种选择算子与染色体具体适应值的大

小关系不很密切, 后代的个数只与其父代的大小顺

序有关, 而该染色体适应值比群体适应值大多少或

小多少并无联系, 这样就避免了因某一染色体适应

值过高而导致下一代该染色体过多的情况, 也避免

了群体中各个染色体适应值相差不大而导致优秀个

体得不到足够后代的情况。这种新的选择算子既能

使好的个体得到较多繁殖的机会, 又能防止其繁殖

过多的个体, 因此更具合理性。在使用过程中, 可根

据当前群体的具体情况适当调整 q 的取值, 从而影

响染色体后代的个数, 因此这种选择算子又有一定

的灵活性。

改进的遗传算法对原算法的编码方式进行改

进,并证明这种改进并不改变算法的收敛性。对于高

维、高精度问题,相对原算法可节省大量存储空间和

解码时间。新提出的选择算子仅与父代的大小顺序

有关,既可避免原算法对适应值必须为正的限制, 又

可避免算法过早收敛到局部解。而某些变异算子则

提供了相应的下降指导原则, 使得算法可在某种程

度上加快收敛速度。

3　用改进的遗传算法求解受约束的

时间最优控制问题

　　对控制受约束的时间最优控制问题( CP) ,求 u

∈ U( x , u) 及 T = T ( u( �) ) ∈ ( 0, + ∞) ,使得

J ( u(�) ) =∫
T

0
dt = T ( u(�) ) ( 6)

最小。它满足运动方程

x
 = f ( x , u) ( 7)

及初始条件
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x ( 0) = x 0 ( 8)

终端约束为

x ( T ) = x T ( 9)

控制约束为

g( x ( t, u(�) ) , u( t) ) < 0 ( 10)

　　用罚函数方法将其转化为一系列无约束最优

控制问题( U PE) k, N , k = 1, 2,⋯, N = 1, 2,⋯。即求

uk, N ∈ U及 T k, N = T ( uk, N (�) ) ∈ ( 0, + ∞) ,使得

J k, N ( u(�) ) =

T k, N + N ( �x ( T k, N , u( �) ) - x T � +

[∫
T
k ,N

0
g+ ( x ( t, u(�) ) , u( t ) ) 2kdt ]

1/ 2k

) ( 11)

为最小, 同时它也满足运动方程( 7) 及初始条件

( 8)。这里

g+ ( x ( t, u(�) ) , u( t) ) =

g ( x ( t , u( �) ) , u( t ) ) ,　g( x ( t , u(�) ) , u( t ) ) > 0

0,　g ( x ( t , u( �) ) , u( t ) ) < 0

( 12)

　　现在,只需通过求解带罚函数的无约束最优控

制问题( U PE) i ( i = 1, 2,⋯) 的解序列{u i} ,便可逼

近原来约束最优控制问题( CP) 的解。具体计算时还

需对控制函数进行参数化处理, 即将原时间最优控

制问题( CP) 转化为有限无约束 M + 2维最优化问

题( UOP) k, N , k = 1, 2,⋯, N = 1, 2,⋯,亦即求a i∈

R( i = 0, 1,⋯,M ) , T k, N ∈ ( 0, + ∞) ,使得

J
!
k, N ( tf , a0 , a1 ,⋯, aM ) =

T + N { �x ( T , a0 , a1 ,⋯, aM ) - x T � +

[∫
T

0
g+ ( t, a0, a1, ⋯, aM)

2k
dt]

1/ 2k

} ( 13)

为最小。当然, 它也满足运动方程 ( 7) 及初始条件

( 8)。其中, x ( T , a0 , a1 ,⋯, aM ) 和 g+ ( t , a0 , a1 ,⋯,

aM ) 为将 u( t ) = u( t, a0, a1,⋯, aM ) 代入相应终端状

态约束方程和状态运动方程计算得到。对这一高维

最优化问题( UOP) k, N , k = 1, 2,⋯, N = 1, 2,⋯,可

用前面提出的改进遗传算法进行求解。

4　算　　例

　　 现以经典的线性阻尼振子问题为例 [ 5] , 考虑使

状态达到原点的时间最优控制问题( CP)

x
∀+ 2bx + k

2
x = u

x ( 0) = x 0, 　x ( 0) = y 0 ,　�u� ≤ 1

取 b = 1, k2 = 2, x 0 = - 55. 158 9, y 0 = 36. 439 0。

对不同的约束分别取罚因子为 1028 和 1012, 取

染色体群体规模为 20,一点交叉算子杂交率 p 1c =

0. 1, 线段搜索交叉杂交率 p 2c = 0. 3, 完全变异算子

变异率 p 1m = 0. 01,随机方向变异算子变异率 p 2m =

0. 5, Pow ell变异算子变异率 p 3m= 0. 1。具体数值结

果与解析解的比较如图 1和图 2所示。

图 1　解析解的最优控制曲线

图 2　数值解的最优控制曲线

　　从两组图形的对比中可以看出它们基本一致,

计算所得最优时间为 4. 713 727 38, 与解析解最优

时间 4. 712 388 9的相对误差为 0. 028 4%。这说明

本文所提出的方法是有效的。作为对比,同时用梯度

法和 Pow ell 法求解该问题, 结果均收敛于某局部

解, 如求得的最优时间为 5. 240 392和 37. 456 749

等,但无法求到问题的最优解。这说明将遗传算法引

入某些最优控制问题的求解是必要而可行的。
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