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一类非线性反馈混沌系统分析和同步控制
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摘　要: 讨论了如何由 SISO 线性系统经非线性反馈构造混沌系统,给出了此类混沌系统采用单变量信

号实现同步的控制策略,通过梯度下降法减少在带有噪声驱动信号下系统同步的多步误差均方差, 得到

最优耦合参数。数字仿真表明了理论分析的正确性。
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Analysis for a typical nonlinear feedback chaotic system

and synchronization control
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Abstract: T he design of chaotic systems by nonlinear feedback fr om linea r systems is proposed, and t he

cont ro l strat egies for synchronizing the chao tic sy stems by scala r signal nonlinear-obser ver ar e devel-

oped. By minimizing the mean square synchroniza tion er ro r with r espect to t he coupling par ameter s, an

optimal synchronization, w hich minimizes the synchronization er ro r between the drive and response sys-

tems, is achieved. Simulations show the co rr ectness o f the theor etical analy sis.

Key words: chaot ic systems; nonlinear feedback; chaotic synchronization; opt imal contr ol

1　引　　言

　　混沌作为非线性动态系统所特有的一种运动形

式,既普遍存在又极其复杂。由于混沌系统的复杂

性,人们曾一度认为混沌是不可控和不可预测的,但

是近来的研究表明,混沌不但可控,而且在某种特定

环境下十分有用 [ 1～5] , 因而混沌系统的设计和构造

是一个很有意义的研究课题。在混沌应用方面, 因为

混沌同步在保密通信、扩频通信等领域显示出良好

的应用前景[ 5, 6] ,所以混沌同步问题得到了广泛的重

视与研究。关于混沌同步问题,研究如何采用单变量

信号和在噪声影响下实现同步具有重要的实际意

义。在实际同步信号中总是带有噪声, L iaw 等研究

了在带有噪声的驱动信号下保证系统同步稳定的条

件
[ 7]
, Brow n 等也进行了类似分析

[ 8]
。但这些稳定条

件并不能保证在噪声条件下实现最优同步效果。

　　本文首先分析了由 SISO线性系统经非线性反

馈形成混沌系统时,其必要条件是相应线性系统中

不可控状态分量必须稳定, 然后证明了此类混沌系

统可通过单变量驱动信号实现同步,并给出了在噪
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声影响下实现最优同步控制的算法。

2　一类典型非线性反馈混沌系统

分析

　　考虑如下一类混沌系统

x
�= Ax + bf ( x ) ( 1)

其中, A ∈ R
n×n, b ∈ R

n×1 , f : R n→ R。我们指出: 非

线性系统( 1) 可由SISO线性系统 x
�= A x + bu经非

线性反馈u = f ( x ) ∈ R 得到。实际上, 如果线性系

统为不完全可控系统, 则引入线性非奇异变换后,可

得到关于能控性分解的表达式。经非线性反馈后,系

统为

x
�
c

x
�
nc

=
A c A 12

0 A nc

x c

x nc

+
bcf ( x )

0
( 2)

其中 x
�
nc = A ncx nc是线性的。如果A nc是不稳定的,则

系统的状态不会局限在一个有界区域内, 这与混沌

系统的有界性相矛盾。因此,经非线性反馈出现混沌

的必要条件是: SISO 线性系统中不可控状态分量

(如果存在) 必须稳定,即不可控特征根只有两种情

况:共轭纯虚根和实部小于零的根。

　　以上给出了线性系统经非线性反馈产生混沌

的必要条件, 这为混沌系统设计提供了一个非常有

用的线索。下面给出混沌系统设计的例子。

　　例 1　按上述方法进行混沌系统设计。一类非

线性控制系统如图 1所示, 这里只考虑三阶系统,取

零极点为 s1 = 1. 5, s2 = - 1 - 3i, s3 = - 1 + 3i, z 1

= - 1. 5 - 8i, z 2 = - 1. 5 + 8i。非线性反馈环节

f ( x ) = - K x
3
3/ 3,系统的状态方程为

图 1　典型非线性控制系统
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系统的平衡点分别为: ( 0, 0, 0) , ( 6. 3/ K , 0. 6/

K , 0. 8 2/ K ) , ( - 6 . 3/ K , - 0. 6/ K ,

- 0. 82/ K )。

　　 可以看出, 系统( 3) 所对应的线性系统是完全

可控的 , 满足上述条件。在K = 2. 48和 x ( 0 ) =

[ 0. 8, - 1. 5, 0. 6] 的初始条件下, 系统( 3) 的相轨

迹如图 2所示。可见系统确实具有有界、总体吸引、

局部排斥、非周期的混沌运动特征,并可从混沌性态

的 Poincar�映射、功率谱、Lyapunov 指数等方面进

一步证明确实存在混沌现象, 如系统的最大

Lyapunov 指数 �1 = 0. 61。

图 2　 典型非线性反馈系统的相轨迹

　　注 1　由式( 1) 定义的一类混沌系统包括部分

Lure 型混沌系统, 如 Chua 电路、高阶 Chua 电路、

Duff ing 振子、Rossler 系统、高阶 Rossler 系统等。

3　非线性反馈混沌同步分析

　　对于上述通过非线性反馈所得到的混沌系统,

可采用单变量驱动信号实现同步。首先考虑相应线

性系统完全可控的一类混沌自治系统的同步问题。

　　定理 1　对于如下两个混沌系统

x
�= A x + bf ( x ) ( 4a)

y
�= A y + bf ( y ) ( 4b)

若( A , b) 可控,则通过单变量同步信号 s( x ) = f ( x )

+ kx (其中 k ∈ R
1×n ) 所构成的非线性观察器 y

�=
A y + bf ( y ) + b( s( x ) - s( y ) ) , 可以实现式( 4a) 和

( 4b) 两个系统全局渐近同步。

　　文献[ 9] 有类似结论,证明略。

　　推论1　对相应于线性系统不完全可控的混沌

自治系统( 2) ,若其中不可控状态是渐近稳定的, 则

该混沌系统同步控制策略类似于定理 1。

　　证明略。

　　推论2　对相应于线性系统不完全可控的混沌

自治系统( 2) , 若其中不可控状态是临界稳定的(即

线性系统不可控特征值为一对纯虚根) ,则可将其转

变为降阶非自治混沌系统, 通过单变量信号实现非

自治混沌系统中可控状态的全局渐近同步。

　　证明　如果线性系统中( A , b) 不完全可控, 则
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经可控性分解后, 由式( 2) 得

x
�
c = A cx c + A 12x nc + bcf ( x ) =

A cx c + bcf ( x c, t ) + h( t ) ( 5)

其中 h( t) = A 12x nc。这意味着系统( 5) 由线性系统

( A c, bc) 经 f ( x c, t) 和 h( t) 共同驱动下转变而来。

　　对于两个可控非自治混沌系统 x
�
c = A cx +

bcf ( x c) + h( t ) 和 y
�
c = A cy + bcf ( y c) + h( t) , 可通

过单变量同步信号 s( x c) = f ( x c) + kx c(其中 k ∈

R
1×n ) , 构成非线性观察器 y�c = A cyc + bcf ( y c) +

bc( s( x c) - s( y c) )。令 e = x c - y c,则 e
�= A ce + bcu。

由于( A c, bc) 完全可控, 同样可通过适当状态反馈 u

= - k e使误差系统渐近稳定到零点,即可实现两个

系统可控状态全局渐近同步。□

　　例 2　考虑例 1中系统( 3) , 按照定理 1采用单

变量同步信号 s( x ) = f ( x ) + kx , 定义同步误差为 e

= x - y , k = [ k1 , k2 , k3] ,则误差状态方程为

　e
�= A e + bu = ( A - bk) e =

　

- 66. 25k1 - 66. 25k2 - 66. 25k3 + 15

- 3k1 + 1 - 3k2 - 3k3 - 7

- k1 - k2 + 1 - k3 - 0. 5

e

( 6)

选择适当的矩阵 k, 可使误差趋于零点。当 k = [ -

0. 5, - 0. 5, 0. 5] 时,其总同步误差 e = ∑
3

i= 1

�ei � ,如

图 3所示。其中两个子系统初始条件分别为 x ( 0) =

[ 0. 8, - 1. 5, 0. 6] T, y ( 0) = [ 0. 2, 0. 5, - 0. 6] T。由

图 3可见,经过 10步暂态系统总的同步误差很快收

敛到 0。

图 3　系统( 3) 无噪声条件下同步误差

4　在噪声作用下的最优同步控制

　　本文对噪声�做如下几点假设: 1) 噪声均值为

0, 且 2强度远小于同步驱动信号; 2) 噪声是随机和

遍历的; 3) 同步误差初始值独立于噪声。

　　在噪声�作用下,同步驱动信号为 s( x ) = f ( x )

+ k( x + �) ,则在非线性观察器作用下, 系统同步

误差为 e
�= ( A - bk ) e - bk�。定义系统同步误差

MSE = e
T
e ,定义多步同步均方差

MSEn =
1
n0
∑

n

i= n- n
0
+ 1

e
T
i ei ( 7)

其中 n0 为适当长度的步数。系统同步误差均方差越

小,说明两系统的同步效果越好。同步耦合参数矩阵

k 对同步误差均方差( MSEn ) 影响极大, 耦合太强,

虽可使同步系统中相对 Lyapunov 指数远小于 0, 但

也使噪声作用增强, 有可能使同步误差加大。为寻找

合适的同步耦合矩阵 k, 本文采用梯度下降法, 自适

应搜索使多步同步误差均方差( M SEn ) 最小的矩阵

k 最优值,具体步骤如下:

　　1) 确定 k 阵取值范围! ∈ R
3 ,既要保证同步稳

定,又应在一定强度范围内;

　　2) 设置初始矩阵 k ( 0) 和同步精度 ∀,从 t 0 = 0

开始, 让混沌系统在噪声环境下受同步控制运行一

段时间, 待同步基本稳定后再运行 n0 个采样时间,

计算 MSEn ( 0) ;

　　3) 置 #= 1,取另一个初始值 k( 1) ;

　　4) 让混沌系统在 k( #) 耦合同步控制下运行 n0

个采样时间, 计算 MSEn( #) , 如果 MSEn ( #) > ∀, 则
进行 5) ,否则结束;

　　5) 调整 k( #) : k-( #+ 1) = k ( #) - ∃
�MSEn ( #)
�k( #) ( ∃

为自适应参数) , 若k
-( #+ 1) ∈! ,则 k( #+ 1) = k

-( #
+ 1) ,置 #= #+ 1,返回 4) , 否则结束。

( a)　k( 0) 时的同步误差

( b)　迭代后的同步误差

图 4　系统( 3) 有噪声条件下同步误差
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　　为研究噪声的影响作用, 在方程( 3)的右边加

入噪声(随机变量) ∀%( ∀%1, ∀%2, ∀%3) , 随机噪声项 ∀%i

之间相互独立,其各自的数学期望为 0, 方差为 0. 5。

按上述梯度下降法寻找耦合矩阵k, 取k ( 0) = [ - 1,

- 1, 0] , ∃= 0. 2, ∀= 0. 1, ! ∈ [ - 2～ 0, - 2～0,

0～2]。经10次迭代后 k = [ - 1. 73, - 0. 41, 0. 5]。

仿真结果如图 4所示, 图 4( a) 为 k( 0) 时的同步误

差,图 4( b) 为迭代后的同步误差。仿真结果表明,优

化后的矩阵 k 使得同步误差明显下降。

5　结　　论

　　本文给出了由 SISO线性系统经非线性反馈形

成混沌系统的必要条件为其线性系统中不可控状态

分量是稳定的,提出了此类混沌系统通过采用单变

量信号实现同步的控制策略, 并针对噪声影响给出

了最优同步控制算法。本文工作对于混沌设计和混

沌同步控制具有一定的指导意义。
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