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周期性干扰的鲁棒切换型控制策略
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(上海交通大学 自动化研究所,上海 200030)

摘　要: 讨论了一类二阶不确定线性切换离散系统的控制问题,应用监督控制技术提出一种新型的适

应性鲁棒镇定切换型控制策略。通过将该控制策略应用于磁悬浮轴承不平衡周期性振动的主动控制实

验,验证了该方法的有效性和鲁棒性。
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Abstract: T he con tro l p rob lem fo r robust reject ion of periodic distu rbances in w h ich fu ll info rm ation of

system model is unknow n, can be cast in to the p rob lem of robust stab ilizat ion con tro l of second2o rder

linear sw itch ing discrete system s w ith coefficien t uncerta in t ies. Superviso ry con tro l theo ry is used to

p ropo se a novel robust stab ilizat ion sw itch ing con tro l stra tegy. T hen the p ropo sed app roach is app lied

to active con tro l of periodic unbalancing vib rat ions of active m agnetic bearing. T he experim ental resu lts

show the effectiveness and robustness of the p ropo sed algo rithm.
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1　引　　言

　　现实世界中有一大类物理系统是由连续变量子

系统和离散事件 (逻辑变量)子系统相互作用而构成

的混合系统。这些混合系统有些是固有的,如具有死

区、游隙的机械系统,使用半导体电力变换器件的控

制系统等; 有些是由于系统本身及工作环境存在大

的不确定性变化如故障、工作点的变化等,使其用单

一的连续控制器难以达到镇定系统的目的和实现所

要求的性能,需要实施基于监督的多模型切换控制。

因此,关于混合系统特别是切换系统的研究受到了

广泛的关注[1～ 7 ]。文献[ 1, 2 ]引进多L yapunov 函数

的概念, 得到了切换系统稳定性分析的结果; 文献

[ 7 ]把由线性子系统组成的切换系统的稳定性分析

归结为求解线性矩阵不等式 (LM I)问题。

　　另外,如何确定镇定切换逻辑规则的综合问题

也非常重要,但由于该问题的研究刚刚开始,相关的

结果还很少。文献[ 8 ]提出经过控制器切换来实现鲁

棒镇定的方法; [ 9 ]研究了线性二阶时不变切换系

统,提出锥切换律,并对由具有不稳定焦点的子系统

组成的切换系统, 建立了其可镇定性的充要条件;

[ 10 ]将周期性振动噪声等主动控制问题归结为周期
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性干扰的抑制问题,提出一种通过周期性更新附加

输入 r的 Fou rier系数Α和 Β来消除干扰的算法,并

进行了计算机仿真和实验验证。该算法不影响以其

它目的设计的原闭环系统的性能,并且具有简单易

行的优点。不过它将导致一个应用线性时不变系统

理论难以分析的二阶不确定线性切换离散系统。

　　为改进附加输入 r的 Fou rier 系数 Α和 Β的更
新律,并从理论上保证其渐近稳定性,本文应用混合

系统的研究方法来研究这类二阶不确定线性切换离

散系统,并利用所得到的结论提出一种周期性干扰

抑制的新鲁棒切换型控制策略。

2　问题描述及监督切换控制器设计

　　首先采用混合系统的研究方法来研究二阶不

确定线性切换离散系统。这类二阶不确定线性切换

离散系统可描述为

x 1 (k + 1) =

(1 - u 1 (k + 1) co s (Η) - u 2 (k +

1) sin (Η) ) x 1 (k ) +

(u 1 (k + 1) sin (Η) -

u 2 (k + 1) co s (Η) ) x 2 (k )

x 2 (k + 1) =

- (u1 (k + 1) sin (Η) - u 2 (k +

1) co s (Η) ) x 1 (k ) +

(1 - u 1 (k + 1) co s (Η) -

u 2 (k + 1) sin (Η) ) x 2 (k )

(1)

它是二阶不确定非线性离散系统的一个特例。式中,

[x 1, x 2 ]T ∈ R 2 为系统的状态向量, 初始值未知;

[u 1, u 2 ]T ∈ R 2 为系统的控制输入, 为简单起见, 这

里假定[u1, u 2 ]T∈{- u 0, u 0}×{- u 0, u 0}; Η为系统
的未知不确定参数。现在的问题是设计适于该系统

全局渐近稳定的控制律[u1, u 2 ]T。

　　引理1　如果5∈
a b

- b a
a ∈R , b∈R ,

则 5 的所有特征值,要么都同时在单位圆内,要么都

同时在单位圆上或单位圆外。如果 5 的所有特征值
都同时在单位圆内,则

5 T 5 < I (2)

如果 5 的所有特征值都在单位圆上或单位圆外,则

5 T 5 ≥ I (3)

　　 证明 　 由于 5 的两个特征值的模都等于

a2 + b2 ,则显然有引理 1的结论。□

　　定理 1　对于如下二阶离散切换线性系统

x (k + 1) = 5 Ρ(k+ 1) x (k ) (4)

其中

5 p ∈
a b

- b a
a ∈R , b∈R , a , b未知

p ∈ P

Ρ为将非负整数映射到有限指标集 P = {1, 2,⋯,

N }的函数。

　　如果{5 p: p ∈ P } 中至少有一个元素是渐近稳

定的,则下述监督控制策略

Ρ(k + 1) = Ρ(k ) ,　V (k ) - V (k - 1) < 0

Ρ(k + 1) = Ρ(k ) + 1,　V (k ) - V (k - 1) ≥ 0

(5)

最多经过N 步可使系统 (4) 切换到一渐近稳定系

统,并最后沿着该渐近稳定系统的轨迹指数渐近地

收敛于平衡点 0。式中V (k ) = x T (k ) x (k ) , 不妨设

Ρ(1) = 1。

　　证明　假定 Ρ(k + 1) = p , {5 p: p ∈ P }中所

有不渐近稳定元素的全部特征值的模都大于等于

1,则由引理 1 有 5 T
p 5 p ≥ I。设L yapunov 候选函数

V (k ) = x T (k ) x (k ) ,则对于任意的 x (k ) ∈R 2,有

V (k + 1) = x T (k ) 5 T
p 5 p x (k ) > V (k ) (6)

因此,由式 (5) 有 Ρ(k + 2) = p + 1,发生系统间的

切换。由此可知,只要Ρ(k + 1) = p , 5 p (p ∈P ) 不稳

定,则系统 (4) 必定发生切换。又由假设{5 p: p ∈ P }

中至少存在一个元是渐近稳定的,这里不妨设 5 q (q

∈ P ) 是一渐近稳定元,此时由引理 1得

5 T
q 5 q < I (7)

对于任意的 x (k ) ∈R 2,有

V (k + 1) = x T (k ) 5 T
q 5 qx (k ) < V (k ) (8)

　　由式 (6) 有 Ρ(k + 2) = Ρ(k + 1) = q,系统不

发生切换。由此可知,系统只要切换到渐近稳定元以

后,系统 (4) 将不再发生切换,并永远停留在该渐近

稳定元上。由于 q≤N ,因此结论得证。□

　　定理 2　以下的监督切换控制策略,使得系统

(1) 最多经过 4步进入渐近稳定状态。

u 1 (k + 1) = - u 1 (k ) sgn (V (k ) -

　　　　　V (k - 1) )

u 2 (k + 1) = u 2 (k ) ,　k = 1, 3,⋯

(9a)

u 2 (k + 1) = - u 2 (k ) sgn (V (k ) -

　　　　　V (k - 1) )

u 1 (k + 1) = u 1 (k ) ,　k = 2, 4,⋯

(9b)

其中, u 1 (1) = u 0 或 u 1 (1) = - u 0, u 2 (1) = u 0 或

u 2 (1) = - u 0, u 0为满足 0 < u 0 < 1的常数; V (k ) =
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x 2
1 (k ) + x 2

2 (k ) ,设置V (0) 为适当的正值,且有

sgn (x ) =
1, 　x ≥ 0

- 1,　x < 0

　　证明　当 u 1和 u 2在集{- u 0, u 0}上取值时,系

统 (4) 可改写成如下的离散切换线性系统

x (k + 1) = 5 Ρ(k+ 1) x (k ) (10)

其中, Ρ为将非负整数映射到有限指标集 P = {1, 2,

3, 4}的函数。

5 1 =
1 - u 0Z 1 u 0Z 2

- u 0Z 2 1 - u 0Z 1

5 2 =
1 - u 0Z 3 u 0Z 1

- u 0Z 1 1 - u 0Z 3

5 3 =
1 - u 0Z 2 - u 0Z 1

u 0Z 1 1 - u 0Z 2

5 4 =
1 + u 0Z 1 u 0Z 3

- u 0Z 3 1 + u 0Z 1

其中, Z 1 = co s (Η) + sin (Η) , Z 2 = sin (Η) - co s (Η) ,

Z 3 = co s (Η) - sin (Η)。

　　定义集合 ( k = {Ηûûs iû < 1, s i∈ ch (5 k ) , i = 1,

2}, k∈P。计算 5 k (k∈P ) 的特征值,可知该值要么

为共轭特征值, 要么为二重特征值, 因此, 它们的模

只能都大于等于 1或都小于 1。并可求出集合 5 k (k

∈ P ) 如下

( 1 = {ΗûΠö4 - Η0 < Η< Πö4 + Η0}

( 2 = {Ηû7Πö4 - Η0 < Η< 7Πö4 + Η0}

( 3 = {Ηû3Πö4 - Η0 < Η< 3Πö4 + Η0}

( 4 = {Ηû5Πö4 - Η0 < Η< 5Πö4 + Η0}

Η0 = co s- 1 (u 0ö 2 )

易知, 当 u 0 < 1 时, 有 ( 1 = [ 0, Πö2 ], ( 2 = [ 3Πö2,

2Π], ( 3 = [Πö2, Π], ( 4 = [Π, 3Πö2 ],于是有

( 1 ∪ ( 2 ∪ ( 3 ∪ ( 4 = [ 0, 2Π]

因此, Π Η∈ [ 0, 2Π],至少ϖ k (k ∈ P ) ,使得 5 k (k ∈

P ) 的特征根在单位圆内。而{5 k ûk∈P }中不稳定的

5 k (k ∈ P ) 的所有特征值在单位圆外或单位圆上。

由定理 1,监督切换控制律 (5) 使得系统 (10) 在最多

4步以后渐近稳定。即式 (9) 的监督切换控制律使得

系统 (1) 最多经过 4步进入渐近稳定状态。□

3　仿真验证

　　第 2节应用混合系统稳定性分析和镇定切换逻

辑规则设计理论, 对一类不确定二阶非线性离散系

统提出一种新型的鲁棒镇定切换型监督控制策略,

并对其稳定性进行了理论证明。下面验证该方法的

有效性和对系统相位不确定性的鲁棒性。为了对该

方法给出一个比较直观的解释, 分别对 Η在 [ 0, 2Π]

上取不同值, 采用控制策略 (9) 的二阶不确定离散

系统 (1) 进行计算机仿真。

　　当 Η在[ 0, 2Π] 上取具有代表性的 2个值时,仿

真结果如图 1所示。仿真结果表明了第 2 节的理论

结果的正确性。

(a) Η= 0

(b) Η= 180°

图 1　系统 (1) , (9) 的相轨迹和V (k) 的时间变化

4　应用实例—— 周期性干扰的主动
控制

　　周期性干扰主动控制基本原理如图 2所示。图

中的 r是为了对消输出端的周期性干扰 d 而引入的

附加输入。控制对象为一稳定的单输入单输出线性

系统, 其频率响应为 G ( jΞ) = A (Ξ) e jΗ。其中假定幅

值A (Ξ) 的上界A 已知,而无有关相位的任何信息。

现在的问题是如何产生适当的附加输入, 鲁棒稳定

地使该系统的稳态输出为零。

　　假定输出端周期干扰 d 的形式为

图 2　周期性干扰主动控制基本原理
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d = Αd sin (Ξt) + Βd co s (Ξt) (11)

附加输入 r的形式为

r = Αsin (Ξt) + Βco s (Ξt) (12)

则附加输入 r所产生的系统的稳态输出为

y = A (Αsin (Ξt + Η) + Βco s (Ξt + Η) ) (13)

这时, 总稳态输出信号 e的正弦分量和余弦分量的

幅值 n1 ( t) 和 n2 ( t) 可以写成

n1 ( t) = 0. 5 (A Αco s (Η) + Αd - A Βsin (Η) )

n2 ( t) = 0. 5 (A Βco s (Η) + Βd + A Αsin (Η) )

(14)

　　在实际实现中,有关幅值 n1 ( t) 和 n2 ( t) 的求法

参见文献[ 10 ]。

　　如果每隔时间 T 周期地按下式

Α(k + 1) =

Α(k ) - (Λ1 (k + 1) n 1 (k ) + Λ2 (k + 1) n2 (k ) )

Β(k + 1) =

Β(k ) - (Λ1 (k + 1) n2 (k ) + Λ2 (k + 1) n1 (k ) )

(15)

改变附加输入 r的 Fou rier系数 Α和 Β,则式 (14) 可

写成如下形式

n1 (k + 1) =

(1 - 0. 5A (Λ1 (k + 1) co s (Η) + Λ2 (k +

1) sin (Η) ) ) n 1 (k ) + 0. 5A (Λ1 (k + 1) sin (Η) -

Λ2 (k + 1) co s (Η) ) n2 (k )

n2 (k + 1) =

(1 - 0. 5A (Λ1 (k + 1) co s (Η) + Λ2 (k +

1) sin (Η) ) ) n 2 (k ) - 0. 5A (Λ1 (k + 1) sin (Η) -

Λ2 (k + 1) co s (Η) ) n1 (k )

(16)

　　推论 1　式 (9a) 和式 (9b) 的监督控制律当 Λ0

的取值满足 0 < Λ0 < 2öA 时,可使系统 (16) 至多经

过 4步后鲁棒渐近地收敛于平衡点 0。

　　由定理 1显然可证得此推论。

　　由推论 1可知,本文提出的周期性干扰的主动

控制算法可鲁棒地使系统的输出渐近趋向于零。如

果 Λ0 在 (0, 2öA ) 范围内取较小值,则该控制策略可

以容许系统的公称增益有较大的不确定性, 但会降

低周期性干扰衰减的速度。

　　我们将该方法应用于磁悬浮轴承不平衡周期

性振动的主动控制,并进行了实验,其实验结果如图

3所示。

图 3　磁悬浮轴承不平衡周期性振动的主动控制结果

5　结　　论

　　本文研究一类不确定二阶非线性离散系统的镇

定控制问题,该问题时常出现在模型信息部分已知

的周期性干扰的适应性抑制中。我们应用混合系统

理论提出一种新型的适应性鲁棒镇定切换型控制策

略,并从理论上证明了该控制策略的渐近稳定性。最

后将该方法应用于磁悬浮轴承不平衡周期性振动的

主动控制,取得了良好的不平衡周期性振动抑制效

果,验证了该方法的有效性和鲁棒性。如何将该方法

推广到多输入多输出稳定系统的周期性干扰的主动

抑制问题,将是我们今后进一步研究的方向。
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　J (X , 1, K 1) ) g (X ) + g (X )

　J (X , 1, K 1 - 1) =

　∑
2

i= 1
ΛiJ (D iX , 1, K 1) + ΝJ (X , 0, K 1) +

　 (Κλ + Γ)J (X , 1, K 1) +

　m in
U∈8∑

2

i= 1
Κi (J (A iX , 1, K 1) - J (X , 1, K 1) ) + g (X )

则得J (X , 1, K 1 - 1) = J (X , 1, K 1) ,可以递推得到

J (X , 1, K 1) = J (X , 1, 1) ,从而有

J (X , 1, K 1) > J (X , 1, K 1 + K 2) ,　Π X

同理可得

J (X , 1, K 1 + K 2) > J (X , 1, K 1) ,　Π X

　　显然上述两式矛盾,从而命题得证。□

　　推论 3

　　1) 当 x 2 →- ∞时, s1 (x 2) 收敛于一整数;

　　2) 当 x 1 →- ∞时, s2 (x 1) 收敛于一整数。

　　证明　由推论 1知,对Π x 2≤ h 2,有 s1 (x 2) ≤

s1 (h 2) ,而 s1 (x 2) 是单调函数,从而知其必收敛。推论

得证。□

　　定义 1

s3 (x 1) = m in{x 2: V (X , Α, K 1) -

V (X , Α, K 1 + 1) ≤ 0}

s4 (x 2) = m in{x 1: V (X , Α, K 1 + K 2) -

V (X , Α, K 1 + K 2) ≤ 0}

　　同理,当x 1→+ ∞时,开关曲线 s3 (x 1) 收敛;当

x 2 →+ ∞时,开关曲线 s4 (x 2) 收敛。

　　定义 2　

s5 (x 2) = m ax{x 1: J (A 1X , 1, K 1) -

J (X , 1, K 1) ≤ 0}

s6 (x 1) = m ax{x 2: J (A 2X , 1, K 1 + K 2) -

J (X , 1, K 1 + K 2) ≤ 0}

　　类似于推论 1～ 推论 3,可得如下结论:

　　推论 4　开关曲线 s5 (x 2) 和 s6 (x 1) 单调递增。

　　推论 5

　　1) ϖ p 1, p 2 使

J (p 1 + 1, p 2, 1, K 1) - J (p 1, p 2, 1, K 1) > 0

　　2) ϖ q1, q2 使

J (q1, q2 + 1, 1, K 1 + K 2) -

J (q1, q2, 1, K 1 + K 2) > 0

　　推论 6

　　1) 当 x 2 →∞时, s3 (x 2) 收敛于一非负整数;

　　2) 当 x 1 →∞时, s4 (x 1) 收敛于一非负整数。

　　至此, 我们得到了最优策略的阈值结构特征。

该特征与完全柔性系统具有相同的结构, 从而可得

到与完全柔性系统相似的次优控制策略。

4　结　　论

　　本文通过分析,得到考虑配置时间的不可靠制

造系统的次优生产策略,该策略是简易可行的。这里

只考虑单台机床生产两种产品的情况,事实上在生

产多种产品的情况下,可将其转化为生产两种产品

的问题,因而本文的结论具有普遍意义。
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