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不确定离散时滞系统具有H ∞干扰
抑制的保成本控制
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(浙江大学 先进控制研究所, 工业控制技术国家重点实验室,浙江 杭州 310027)

摘　要: 针对一类用矩阵凸多面体形式表示的不确定线性离散时滞系统,提出一种通过无记忆状态反

馈实现的具有H ∞干扰抑制的保成本控制。当对象存在不确定性以及外部干扰统计特性未知时,该控制

器能保证闭环系统稳定和一定的线性二次型性能指标上界,同时具有 H ∞范数下的干扰抑制作用。基于

L yapunov稳定性理论,控制器设计可转化为线性矩阵不等式的可解性问题。数值仿真表明,该控制器实

际是对最优保成本上界和干扰抑制能力的一种折衷。
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Guaran teed cost con trol with H ∞ d isturbance attenuation
for polytop ic uncerta in d iscrete- t im e system s with delay

L IU F ei, SU H ong 2y e, J IA N G P ei2g ang , CH U J ian

( Inst itu te of A dvanced P rocess Contro l, Zhejiang U niversity, H angzhou 310027, Ch ina)

Abstract: A k ind of guaran teed co st con tro ller is p ropo sed fo r po lytop ic uncerta in linear discrete2t im e

system s w ith sta te delay. In the p resence of p lan t uncerta in t ies and ex ternal distu rbance, the con tro ller

guaran tees the robust stab ility of the clo sed2loop system and satisfies H ∞ distu rbance attenuation level.

Based on L yapunov functional techn ique, the syn thesis of con tro ller via a m emo ryless sta te feedback

can be transfo rm ed to a linear m atrix inequality (LM I) feasib ility p rob lem. A num erical examp le illus2
t ra tes that the design of the con tro ller is a tradeoff betw een op tim al guaran teed co st upper bound and

distu rbance attenuation level.
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1　引　　言

　　线性二次型最优控制 (LQ öLQ G)依赖于对象

的精确数学模型和对系统外部干扰的特殊限定,当

对象具有不确定性以及干扰统计特性未知时,最优

特性甚至稳定性难以保证。近 20年来, 对鲁棒LQ

的研究成果有限,代之而起的保成本控制 (GCC)能

考虑对象的不确定性而保证系统稳定,并使系统的

线性二次型性能指标小于一定的上界[1 ]。GCC 进一

步推广到不确定时滞系统[2, 3 ] , 但一般GCC并未考
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虑对外部干扰的抑制。随着H ∞控制理论逐渐被接

受[4 ] , 时不变系统的混合 H 2öH ∞控制问题得到研

究[5, 6 ]。混合H 2öH ∞兼顾了H 2 性能和H ∞约束,在

优化 H 2 性能 (或性能上界)的同时,对一类能量有

界外部干扰具有抑制作用。然而对于参数不确定性

系统,实现鲁棒混合H 2öH ∞控制较为困难。

　　本文借鉴混合H 2öH ∞的思想,在状态空间描述

下,当参数不确定系统采用矩阵凸多面体形式时[7 ] ,

研究不确定离散时滞系统具有H ∞干扰抑制的保成

本控制问题。基于L yapunov 稳定理论构造无记忆

状态反馈鲁棒控制器,使得该控制器能保证闭环系

统稳定和一定的线性二次型性能指标的上界,同时

具有H ∞范数下的干扰抑制作用。进一步,控制器设

计可转化为线性矩阵不等式 (LM I)的可解性问题。

2　问题描述

　　考虑一类不确定线性离散时滞系统

x (k + 1) = A (Η) x (k ) + A d (Η) x (k -

　　　　　d ) + B u (Η) u (k ) + B ww (k )

x (k ) = 0,　 - d ≤ k < 0,　x (0) = x 0

(1)

其中, x (k ) ∈ R n 为状态向量, x (k - d ) 为滞后状

态, d > 0为滞后常数, u (k ) ∈ R m 为系统的控制输

入向量,w (k ) ∈ l2 [ 0,∞) 为外部干扰输入,而

A (Η) = ∑
l

i= 1
ΗiA i,　A d (Η) = ∑

l

i= 1
ΗiA d , i

B u (Η) = ∑
l

i= 1
ΗiB u, i

(2)

式中Η= [Η1, Η2,⋯, Ηl ]T∈R l是不确定参数向量,且

满足∑
l

i= 1

Ηi = 1, Π Ηi≥0。即系统 (1) 可表示成如下矩

阵凸多面体[7 ]

Co{[A 1　A d , 1　B u, 1 ]⋯[A l　A d , l　B u, l ]}

其中A i,A d , i和B u, i ( i = 1, 2,⋯, l) 是适当维数的已

知矩阵。

　　对确定性时不变系统,LQ 问题是给定初始条

件 x (0) ,设计控制器使下列二次型性能指标最小。

J = ∑
∞

k= 0

[x T (k )Q x (k ) + uT (k )R u (k ) ] (3)

其中, 0 < Q = Q T∈R n×n和 0≤R = R T∈R m×m 分

别是给定的状态和控制权矩阵。

　　对于不确定系统, GCC问题[1 ]是设计一个控制

器,使对所有允许的不确定性, 闭环系统稳定, 且二

次型性能指标 (3) 不超过某个确定的上界,即

J ≤ J 3 = x T
0 P x 0 (4)

若定义如下辅助输出信号[4 ]

z (k ) = C x (k ) + D u (k ) (5)

式中, C = [Q 1ö2　0 ]T ,D = [ 0　R 1ö2 ]T ,则二次型指

标 (3) 可表示为

J = ∑
∞

k= 0
z T (k ) z (k ) = ‖z‖2

2 (6)

式中‖õ‖2 为 l2 范数。

　　H ∞控制问题[6 ]是对于一定的干扰抑制水平Χ,

设计一个控制器,使得

‖z‖2
2 < Χ2‖w ‖2

2 (7)

　　进一步,将 GCC 与H ∞ 控制混合,使得

J = ‖z‖2
2 ≤ Χ2‖w ‖2

2 + x T
0 P x 0 (8)

此即所谓具有H ∞ 干扰抑制的保成本控制, 亦称鲁

棒混合H 2öH ∞ 控制。显然,从w (k ) 到 z (k ) 的H ∞

范数满足一定的抑制水平Χ(当 x 0 = 0时,即为一般

的H ∞控制) , 并且当w (k ) = 0时, J ≤ x T
0 P x 0即为

GCC。

　　现对不确定离散时滞系统 (1) 和 (5) ,引入无记

忆状态反馈控制器 u (k ) = K x (k ) ,相应的闭环系统

表示为

x (k + 1) = A C (Η) x (k ) + A d (Η) ×

　　　　　x (k - d ) + B ww (k )

z (k ) = CCx (k )

(9)

其中

A C (Η) = ∑
l

i= 1
Ηi (A i + B u, iK )

CC = C + D K

(10)

　　定义 1　设控制器 u (k ) = K x (k ) ,如果存在正

定对称矩阵 P ,W ∈R n×n ,矩阵K ∈R m×n ,标量Χ>

0,使得下列不等式对所有非零的 x (k ) ∈R n , x (k -

d ) ∈R n和w (k ) ,以及所有允许的不确定性成立,则

该控制器称为系统 (1) 和 (5) 的具有H ∞ 范数下干

扰抑制能力的保成本控制器。

x (k )

x (k - d )

w (k )

T A T
C (Η) PA C (Η) - P + W + C T

CCC A T
C (Η) PA d (Η) A T

C (Η) PB w

A T
d (Η) PA C (Η) A T

d (Η) PA d (Η) - W A T
d (Η) PB w

B T
w PA C (Η) B T

w PA d (Η) B T
w PB w - Χ2 I

x (k )

x (k - d )

w (k )

< 0

(11)
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　　如下定理说明,具有H ∞ 干扰抑制的保成本控

制器不仅鲁棒稳定和满足一定的二次型指标上界,

而且从外部干扰输入w (k ) 到辅助输出 z (k ) 的传递

函数的H ∞范数满足一定的抑制水平 Χ。
　　定理 1　设 u (k ) = K x (k ) 是不确定离散时滞

系统 (1) 和 (5) 的具有H ∞ 干扰抑制能力的保成本

控制器,则对所有允许的不确定性,相应的闭环系统

(9) 鲁棒二次稳定, 并且二次型性能指标满足 J ≤

x T
0 P x 0,同时H ∞范数满足一定的抑制水平 Χ。
　　证明　考虑正定对称矩阵 P ,W ∈R n×n ,设

　　　V (x , k ) = x T (k ) P x (k ) +

　　　　　　　∑
k- 1

Ρ= k- d

x T (Ρ)W x (Ρ) dΡ (12)

沿闭环系统 (9) 的任意轨线,V (x , k ) 的一阶前向差

分为

∃V (x , k ) = V (x , k + 1) - V (x , k ) =

x T (k ) [A T
C (Η) PA C (Η) - P + W ]x (k ) +

x T (k )A T
C (Η) PA d (Η) x (k - d ) +

x T (k )A T
C (Η) PB ww (k ) +

w T (k )B T
w PA C (Η) x (k ) +

x T (k - d ) [A T
d (Η) PA d (Η) - W ]x (k - d ) +

x T (k - d )A T
d (Η) PB ww (k ) +

x T (k - d )A T
d (Η) PA C (Η) x (k ) +

w T (k )B T
w PA d (Η) x (k - d ) +

w T (k )B T
w PB ww (k ) (13)

在式 (13) 的基础上,令w (k ) = 0,由定义 1有

∃V (x , k ) < - x T (k )C T
CCCx (k ) < 0 (14)

显然闭环系统二次稳定。进一步,考虑w (k ) ≠ 0,由

定义 1中条件 (11) ,得

V (x , k + 1) - V (x , k ) ≤

- ‖z (k )‖2 + Χ2‖w (k )‖2 (15)

将式 (12) 代入 (15) ,则

x T (k + 1) P x (k + 1) - x T (k ) P x (k ) +

　　　x T (k )W x (k ) - x T (k - d )W x (k -

　　　d ) + ‖z (k )‖2 ≤ Χ2‖w (k )‖2

在区间 k = 0→∞上对如上不等式求和,考虑到初

始条件和lim
k→∞

x (k ) = 0,即得式 (8)。□

3　控制器设计

　　将具有H ∞干扰抑制的保成本控制器的综合问

题转化为线性矩阵不等式 (LM I) 的可解性问题,可

得到如下主要结果:

　　定理 2　给定一类不确定线性离散时滞系统

(1) 和二次型性能指标 (3) ,以及一定的干扰抑制水

平 Χ> 0,如果存在正定对称矩阵X ,V ∈R n×n和矩

阵 Y ∈R m×m 使下列LM Is可解,则存在具有H ∞范

数下干扰抑制水平的保成本控制器 u (k ) = K x (k )。

进一步,控制器增益 K = YX - 1,且 J ≤ x T
0X - 1x 0。

　

X - V 0 0 M T
i N T

0 V 0 X A T
d , i 0

0 0 Χ2 I B T
w 0

M i A d , iX B w X 0

N 0 0 0 I

> 0 (16)

式中

M i = A iX + B u, iY

N = CX + D Y ,　i = 1, 2,⋯, l

　　证明　容易得到下列不等式,使式 (11) 成立。

　　

P - W 0 0

0 W 0

0 0 Χ2 I

-

A T
C (Η) C T

C

A T
d (Η) 0

B T
w 0

×

　　
P 0

0 I

A T
C (Η) C T

C

A T
d (Η) 0

B T
w 0

T

> 0 (17)

应用 Schu r补[7 ] ,并将式 (10) 代入 (17) ,得

P - W 0 0 ∑
l

i= 1
Ηi (A i + B u, iK ) T (C + D K ) T

0 W 0 ∑
l

i= 1
ΗiA

T
d , i 0

0 0 Χ2 I B T
w 0

∑
l

i= 1

Ηi (A i + B u, iK ) ∑
l

i= 1

ΗiA d , i B w P - 1 0

C + D K 0 0 0 I

> 0 (18)
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考虑不等式 (18) 关于A i,B u, i,A d , i 是线性的, 故下

列不等式与之等效。

　

P - W 3 3 3 3
0 W 3 3 3
0 0 Χ2 I 3 3

A i + B u, iK A d , i B w P - 1 3
C + D K 0 0 0 I

> 0 (19)

其中, i = 1, 2,⋯, l, 3 表示矩阵中关于对角线的转
置对称项。

　　对不等式 (19) 中矩阵项前乘和后乘对角块阵

diag (P - 1, P - 1, I , I , I ) , 定义X = P - 1, Y = K X 和

V = P - 1W P - 1,即可证得式 (16)。□

　　注 1　对系统 (1) 和性能指标 (3) ,如果以下优

化问题

M in
Β, Χ, X , Y ,V

Β

s. t.
- Β x T

0

x 0 - X
≤ 0 and LM Is (16) (20)

有解 Β, Χ, X , Y ,V ,则可得到保成本控制下成本的最

优上界 Β3。

　　注 2　对系统 (1) 和性能指标 (3) ,令Α= Χ2,如

果以下优化问题

M in
Α, X , Y ,V

Α

s. t. LM Is (16) (21)

有解 Α, X , Y ,V ,则可得到一定保成本控制下最小能

达到的干扰抑制水平 Χ3 = Α1ö2。

　　对系统 (1) 和性能指标 (3) ,保成本的最优上界

Β3 与H ∞干扰抑制水平Χ互相制约。降低Β3 则Χ增
大,对外部干扰的抑制能力减弱;反之亦然。

4　数值例子

　　对系统 (1) 和性能指标 (3) ,设Q = I , R = 1,而

　A (Η) = Η1

0 1. 2

1 - 1. 5
+ Η2

0 1

1. 1 - 1. 6

　A d (Η) = Η1

0. 2 0. 2

0. 1 0. 1
+ Η2

- 0. 1 - 0. 1

0. 1 0. 1

　B u (Η) = Η1

1. 1

1. 3
+ Η2

0. 9

1. 2
,　B w =

0. 6

0. 5
应用定理 2,令 Χ= 10,可得保成本控制器

u (k ) = [ - 1. 137 4, 1. 988 9 ]x (k )

J 3 = 64. 731 5

进一步, 解优化问题 (20) , 成本的最优上界 Β3 =

38. 189 8; 解优化问题 (21) , 最小的干扰抑制水平

Χ3 = 7. 769 9,此时 J 3 = 67. 132 9。保成本的最优

上界 Β3 与H ∞干扰抑制水平Χ的关系如图 1所示。

可见, 成本的最优上界与系统抗外部干扰能力相互

制约。

图 1　最优上界 Β3 与抑制水平 Χ的关系

5　结　　论

　　具有H ∞ 范数下干扰抑制能力的保成本控制,

在对象具有不确定性以及外部干扰统计特性未知

时,能保证系统稳定和一定的二次型性能指标上界,

同时使描述外部干扰输入影响的H ∞范数满足一定

的抑制水平 Χ。数值仿真表明,该控制器实际是对最

优成本上界和干扰抑制能力的一种折衷。对于不确

定时滞系统, 进一步的研究包括考虑时滞大小的影

响。
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