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一类线性开关系统的渐近稳定性
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摘　要: 研究一类线性开关系统的渐近稳定性问题。针对不满足完备性条件的开关系统, 利用 L ya2
punov函数技术,给出了系统渐近稳定的一个充分条件,并举例说明了该方法的实际应用。
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A sym ptotic stabil ity of a class of l inear switched system s
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Abstract: W ith the L yapunov function techn ique, a sufficien t condit ion fo r the asymp to tic stab ility of a

class of linear sw itched system s is p resen ted w ithou t using comp leteness. A n examp le is given to illus2
t ra te the effectiveness of the m ethod.
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1　引　　言

　　开关系统是混杂动态系统中一类重要的模型。

它存在于很多实际系统中,如计算机磁盘驱动器 ,

无线电通讯,受约束机器人和高速公路控制等[1～ 4 ]。

因而近年来受到人们的普遍重视,也取得了一些成

果和方法。

　　目前,开关系统的研究成果大多是关于开关系

统稳定性的,所使用的方法包括M u lt i2L yapunov 函

数技术[5 ] , L yapunov2like 函数[6, 7 ] , 平均停留时

间[8 ] ,寻找共同的L yapunov函数[9, 10 ]等方法。最近,

Skafidas[1 ]对于线性连续系统的控制器切换问题,通

过引进完备性的概念, 给出了判断系统稳定性问题

的一个条件。但是,完备性条件的验证是一件非常困

难的事情,而且满足完备性条件的开关系统极其有

限。为此,本文利用L yapunov 函数技术,研究不满

足完备性条件情况下开关系统的渐近稳定性问题。

2　主要结果

　　考虑如下线性开关系统

xα= A ix ,　i = 1, 2,⋯, k (1)

　　首先给出完备性的定义及命题[1 ]。

　　定义 1　设 Z 1, Z 2,⋯, Z k 为对称矩阵, 则矩阵

集{Z 1, Z 2,⋯, Z k }称为完备的,如果对任意 x 0∈R n ,

存在 i∈{1, 2, ⋯, k }使x T
0 Z ix 0≤0。进一步, 矩阵集

{ Z 1 , Z 2 , ⋯ , Z k }称为严格完备的 , 如果对任意

x 0 ∈R n , x 0≠ 0,存在 i∈ {1, 2,⋯, k },使 x T
0 Z ix 0 <

0。
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　　注 1　从上述定义可以看出,完备性概念是矩

阵半负定、负定概念的自然推广。

　　命题 1　若存在正定矩阵 P 使{PA i + A T
i P } ( i

= 1, 2,⋯, k ) 严格完备,则系统 (1) 二次稳定。

　　若记8 i = {x ûx T (PA i + A T
i P ) x < 0}, i = 1, 2,

⋯, k ,则易得如下命题:

　　 命题 2　若系统 (1) 全局渐近稳定, 则存在正

定矩阵 P 及正整数 i使 8 i≠ Á。
　　证明略。

　　下面针对不满足完备性条件的系统 (1) , 给出

系统渐近稳定的充分条件。由命题 2,设矩阵 P 不满

足命题 1的完备性条件,即∪
k

i= 1

8 i≠R n ,但 8 i ( i =

1, 2,⋯, k ) 不全为空集。不失一般性,设对任意的正

整数 i, 8 i≠Á (若存在某个 i0使 8 i0 = Á ,则在开关

切换中可不考虑第 i0 个子系统)。记

8 =∪
k

i= 1

8 i,　8
^

= R nø{8 ∪ {0}}

其中, 58 为 8 的边界,则有如下定理:

定理 1　若存在径向无界的向量场 h (x ) : 8
^
→

8 ,并且当‖x‖→ 0时,有‖h (x )‖→ 0,满足:

1) hTP h = x TP x , x ∈ 58 ;

2) h (x ) TP adA ix h (x ) ≤ 0, h (x ) ∈ 8 i。

则系统 (1) 全局渐近稳定。

证明　定义函数

V (x ) =
x T P x ,　x ∈ 8 ∪ {0}

h (x ) TP h (x ) ,　x ∈ 8
^

则当 x ∈ 8 时, 必存在某个 i使 x ∈ 8 i, 从而函数

V (x ) 沿着系统 (1) 的导数

Vα(x ) = x T (PA i + A T
i P ) x < 0

当 x ∈ 8
^
时,由 h (x ) 的定义知 h (x ) ∈ 8 ,故必存在

某个 i使 h (x ) ∈ 8 i。注意到 8 i的定义及条件 2) ,有

　　　Vα(x ) = h (x ) T (PA i + A T
i P ) h (x ) +

　　　　　　2h (x ) T P adA ix h (x ) < 0 (2)

再由条件 1) 知,函数V (x ) 在 R n 上是连续的,从而

系统 (1) 全局渐近稳定。□

注 2　定理 1可看成是命题 1的推广。实际上,

若存在正定矩阵 P 使{PA i + A T
i P } ( i = 1, 2,⋯, k )

严格完备,则取 h (x ) = x 即满足定理 1的条件。

注 3　对于不满足完备性条件的对称正定矩阵

P ,利用定理 1设计系统 (1) 全局渐近稳定的开关策

略,关键是构造向量场 h (x )。如果 8 的边界 58 是规
则的,则可构造满足定理条件的 h (x )。

对于线性开关系统 (1) , 8 的边界 58 显然是规
则的。为方便起见,下面仅就A i为二阶矩阵的情况

讨论h (x ) 的构造。引入记号Αx为与向量 x 对应的方

向角 (从 x 轴正向逆时针旋转到向量 x 的转角) ,以

及

8
～

i = {x ûx ∈ 8 i,‖x‖ = 1}

m
�

i = m in
x∈8
～

i

{x T P x }

M�
i = m ax

x∈8
～

i

{x T P x }

Βm
i = {Αx ûx T P x = m , x ∈ 8

～

i}

设 8
^

1 与 8 1, 8 2 左右相邻,现构造 h (x ) : 8
^

1 → 8 1 ∪

8 2。记

8
^

1 = {x : Β2 ≤ Αm ≤ Α1}

8 1 = {x : Α1 ≤ Αm ≤ Α2}

8 2 = {x : Β1 ≤ Αm ≤ Β2}

(3)

取m ∈ [m�1,M�
1 ]∩ [m�2,M�

2 ],相应地可得到Βm
1 , Βm

2。

选取 Β(Β2 < Β < Α1) ,此时 8
^

1 被分为两部分,即 8
^

1

= 8
^

11 ∪ 8
^

12,其中

8
^

11 = {x ûΒ≤ Αx ≤ Α1}

8
^

12 = {x ûΒ2 ≤ Αx ≤ Β}

定义

h (x ) : 8
^

12 → {x ûΒm
2 ≤ Αx ≤ Β2} < 8 2 (4)

使 Β2→Β2, Β→Βm
2 ,即对任意 x ∈ 8

^
12,先对向量 x 进

行关于 x 轴的对称变换,再做一个旋转变换。对任意

x ∈ 8
^

12,记 Α= Αx ,则上述变换 h (x ) 可由下面的引

理得到:

引理 1　设 8
-

1 = {x ûΑ1≤ Αx ≤ Β}, 8
-

2 = {x ûΒ

≤ Αx ≤ Β2},则映射 8
-

1 到 8
-

2 的对称旋转变换为

h (x ) =
co s r sin r

sin r - co s r
x (5)

其中

　　　　　　　　r = - aΑ+ b

　　　　　　　　a =
Β2 - Β
Β - Α1

　　　　　　　　b =
ΒΒ2 - Α1Β

Β - Α1
- 1

　　证明略。

　　类似可定义 h (x ) : 8
^

11 → {x ûΑ1 ≤ Αx ≤ Βm
1 } <

8 1。

由m 的取法可知,这样定义的 h (x ) 在整个 8
^

1

上是连续的,并且在8 1, 8 2的边界上有h (x ) = x ,从

而满足定理 1的条件 1)。注意到构造 h (x ) 时,参数
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m 及 Β为可调参数,因此如能选取适当的m 和 Β,使

h (x ) 满足定理 1的条件 2) ,则可保证系统 (1) 的渐

近稳定性, 并且 x 2 = tan Βx 1 即为开关切换的一个

超平面。

　　注 4　记 g (x ) = 5h (x ) ö5x ,易知对于任意的 k

> 0,有

g (kx ) = kg (x ) ,　h (kx ) = kh (x )

因此,定理 1中条件 2) 的验证只需限制在单位圆上

即可。

3　仿真结果

　　考虑线性开关系统

xα= A ix ,　i = 1, 2 (6)

其中

A 1 =
0 10

0 0
,　A 2 =

1. 5 2

- 2 - 0. 5

令 P =
1 1. 2

1. 2 1. 6
,相应地m�1 = 0. 363 2,M�

1 = 1,

m
�

2 = 0. 064,M�
2 = 2. 368。

　　取m = 0. 8,得Βm
1 = 3. 056 0, Βm

2 = 0. 085 6。记

Α1 = 0. 643 5 ( tan Α1 = 0. 75) ,取 Β = Πö4,则

h (x ) : {x ûΑ1 ≤ Αx ≤ Β}→

{x û0. 085 6≤ Αx ≤ Α1}

经验证,这样选取的 h (x ) 满足定理 1的条件。

　　类似地,可在 8
^
的其它域上构造相应的 h (x ) ,

于是得到相应的开关策略, 即当系统轨迹从左侧穿

过 x 2 = x 1 时,系统切换到第 2个子系统; 当系统运

行至 x 2 = - 0. 3x 1时,再切换到第 1个子系统 (超平

面 x 2 = - 0. 3x 1的选取只需属于 8 1∩ 8 2即可) ,开

关系统的轨迹以及状态响应见图 1,图 2。

4　结　　论

　　本文讨论不满足完备性条件的线性开关系统

的渐近稳定性问题, 给出了系统渐近稳定的充分条

件。当系统矩阵A i为二阶矩阵时, 给出了定理条件

中 h (x ) 的构造方法,并举例加以说明。值得指出的

图 1　开关系统的状态轨迹

图 2　系统的状态响应曲线

是,当 8 域的边界不规则时, h (x ) 的构造难度较大,

也没有一般的方法。
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其中 f (x 1) = bx 1 +
1
2

(a - b) (ûx 1 + 1û - ûx 1 -

1û )。当 Α= 10, Β = 14. 87, a = - 1. 27, b = - 0. 68

时,系统处于混沌状态。取B = I 为单位阵,则误差

系统为

eα=

- Α Α 0

1 - 1 1

0 - Β 0

e +

B

- Α(f (x 1) - f (y 1) )

0

0

+ B u ( t)

采用定理 1中的控制器 (4) , (5) 和自适应律 (6) 来

(a)　同步误差‖e‖

(b)　kδ( t) - t

图 1　蔡氏电路混沌系统仿真曲线

实现两个蔡氏电路混沌系统间的同步控制,在式 (5)

中取 h 1 ( t) = Β1e- Β2 t, h 2 ( t) = 0. 5e- Βt。同步误差

‖e‖及 kδ( t) - t随时间 t的变化情况如图 1所示。

由图可以看出, 两个蔡氏电路混沌系统能很好地同

步,同步误差‖e‖→ 0,且有 kδ→ k 0≈ 3. 8。

5　结　　论

　　本文设计出一种能大范围实现连续时间混沌系

统控制与同步的连续自适应控制器,理论和计算机

数值仿真都证明,无论驱动系统处于何种状态,在所

提出的自适应控制器控制下,均可使响应系统按驱

动系统给定轨道演化,且该自适应控制器对系统参

数不匹配及噪声干扰具有一定的鲁棒性。
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