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衰减激励条件下递阶最小二乘辨识的均方收敛性
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摘　要: 为减少递推辨识的计算量,提出了递阶辨识原理,它是将系统分解为多个维数较小的虚拟子系

统进行辨识,从而获得递阶最小二乘辨识方法。在衰减激励条件下,针对时不变系统研究了递阶最小二

乘法的收敛性,得到了参数估计误差均方收敛于零时衰减指数应满足的条件。递阶最小二乘具有良好的

性能,其计算量比递推最小二乘辨识要小得多,并具有容易实现等优点。
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M ean square convergence of h ierarch ica l least square
iden tif ica tion under the attenuating exc ita tion

D IN G F eng , D IN G T ao, YA N G J ia2ben , X U Y ong 2m ao
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Abstract: In o rder to reduce the computational effo rt of ex ist ing iden tificat ion algo rithm s, h ierarch ical

iden tificat ion p rincip le is p resen ted w h ich is to decompo se a system in to som e im aginary subsystem s

w ith sm aller dim ension and few er variab les. T he param eters of each subsystem are est im ated respec2
t ively, and h ierarch ical least squares (HL S) algo rithm is ob tained. Fo r t im e invarian t system s, the con2
vergence of the HL S algo rithm is studied under the attenuating excita t ion condit ion and the analysis

show s that the param eter est im ation erro r given by the HL S algo rithm consisten tly converges to zero.

T he HL S algo rithm has good p ropert ies and has less calcu la t ion than recursive least square iden tifica2
t ion and is easy to imp lem ent.
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1　引　　言

　　在以往辨识算法的收敛性分析中,总是假设关

于信息向量的强持续激励条件或弱激励条件成

立[1～ 4 ]。然而,实际中往往不允许长时间加入一持续

激励信号对系统进行扰动试验。在这种情况下,利用

衰减激励信号得到的试验数据对系统进行辨识就显

得格外重要。近年来,在衰减激励条件下或不满足常

规激励条件下,辨识算法的收敛性研究受到普遍重

视。从应用的角度说,实际系统都存在各种干扰,因

此研究随机系统在衰减激励条件下辨识算法的收敛

性,更具理论价值和应用前景。

　　递阶最小二乘辨识是作者提出的估计 (大)系统

参数的一种新型辨识方法[5 ] , 研究其收敛性比递推
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最小二乘的收敛性要困难得多。文献[ 5 ]在强持续激

励条件下,利用鞅超收敛定理近似地分析了它的收

敛性。本文给出了实际中易于实现的衰减激励信号

的定义,从而引出衰减激励条件,然后研究在此条件

下递阶辨识的性能。

2　递阶最小二乘辨识算法

　　考虑用受控自回归 (CA R ) 模型描述的动态系

统

A (z ) y ( t) = B (z ) u ( t) + v ( t) (1)

其中

A (z ) = 1 + a1z - 1 + ⋯ + ana
z - na

B (z ) = b1z - 1 + ⋯ + bnb
z - nb

{u ( t) } 和{y ( t) } 分别是系统的输入和输出序列,

{v ( t) } 是零均值随机噪声序列, z - 1 为单位后移算

子。设阶次 na 和 nb已知。

　　定义参数向量 Η和信息向量 Υ( t) 为

Η= [a1, a2,⋯, ana
, b1, b2,⋯, bnb

]T ∈R n

Υ( t) = [ - y ( t - 1) ,⋯, - y ( t - na) ,

　　　u ( t - 1) ,⋯, u ( t - nb) ]T ∈R n

其中, Η∈R n为待辨识的参数向量,维数 n Χ na + nb

很大。则式 (1) 可写成如下向量形式

y ( t) = ΥT ( t) Η+ v ( t) (2)

　　递阶辨识的基本原理是: 首先将大系统分解为

多个维数较小、变量数目较少的子系统,然后分别估

计每个子系统的参数。但是由于各子系统间存在关

联变量, 即第 i个子系统包含其它一些子系统的未

知参数向量Ηj ( j ≠ i) ,使得迭代计算难以进行。为解

决这一问题,在计算 t时刻 Ηi 的估计时,其它子系统

的未知参数 Ηj ( j ≠ i) 用它们在 ( t - 1) 时刻的估计

值 Ηδj ( t - 1) 代替。具体做法如下:

　　将大系统 (2) 的信息向量和参数向量分解为N

个维数为 n i的子信息向量和子参数向量,即

Υ( t) =

Υ1 ( t)

Υ2 ( t)

�
ΥN ( t)

,　Η=

Η1

Η2

�
ΗN

(3)

Υi ( t) ∈R n i,　Ηi∈R n i

n1 + n2 + ⋯ + nN = n
(4)

于是可将系统 (2) 分解为N 个虚拟子系统, 它们可

表示为

y ( t) - Αi ( t) = ΥT
i ( t) Ηi + v ( t)

i = 1, 2,⋯,N (5)

其中各子系统间的关联项

Αi ( t) = ∑
N

j= 1, j≠i

ΥT
j ( t) Ηj ,　i = 1, 2,⋯,N (6)

　　递阶辨识就是用系统的输入输出数据 (y ( t) ,

Υ( t) ) 来估计每个子系统的参数。根据最小二乘原

理,可获得子系统 (5) 参数Ηi的无偏估计,算法如下

Ηδi ( t) = Ηδi ( t - 1) + L i ( t) [y ( t) -

　　　Αi ( t) - ΥT
i ( t) Ηδi ( t - 1) ] (7)

L i ( t) = P i ( t) Υi ( t) =

P i ( t - 1) Υi ( t)
1 + ΥT

i ( t) P i ( t - 1) Υi ( t)
(8)

P - 1
i ( t) = P - 1

i ( t - 1) + Υi ( t) ΥT
i ( t) (9)

或

P i ( t) = [ I - L i ( t) ΥT
i ( t) ]P i ( t - 1)

i = 1, 2,⋯,N

其中, Ηδi ( t) 为Ηi在时刻 t的估计, Ηδi (0) 是很小的实向

量, P i (0) =
1
a

I , 0 < a ≤ 1。

　　式 (7) 中关联变量 Αi ( t) 包含了其它子系统的

未知参数向量Ηj ( j ≠ i) ,为了进行递推计算,可用它

们在 ( t - 1) 时刻的估计值Ηδj ( t - 1) 代替。于是可得

　　　　Ηδi ( t) = Ηδi ( t - 1) + L i ( t) [y ( t) -

　　　　　　　ΥT ( t) Ηδ( t - 1) ] (10)

　　算法 (8)～ (10) 就是大系统 (2) 的递阶最小二

乘辨识算法 (HL S)。若定义分块对角阵

P ( t) = diag [P i ( t) , i = 1, 2,⋯,N ] Χ
P 1 ( t) 0 ⋯ 0

0 P 2 ( t) ⋯ 0

� � ω �
0 0 ⋯ P N ( t)

(11)

于是,递阶最小二乘法 (8)～ (10) 又可等价表述为

Ηδ( t) = Ηδ( t - 1) + P ( t) Υ( t) [y ( t) -

　 　　ΥT ( t) Ηδ( t - 1) ] (12)

P - 1 ( t) = P - 1 ( t - 1) + diag [Υi ( t) ΥT
i ( t) ,

　 　　　i = 1, 2,⋯,N ] (13)

P (0) = P 0 =
1
a

I ,　0 < a ≤ 1 (14)

　　设观测噪声 v ( t) 是定义在概率空间 (8 , F , P )

上的鞅差序列, 且适应于由直到 t时刻的观测生成

的递增 Ρ代数序列{F t, t∈N }。其中, F t = Ρ[y ( t) ,

u ( t) , y ( t - 1) , u ( t - 1) ,⋯, u (0) ], F 0 包含所有初

始条件信息, {v ( t) }满足下列假设:

A 1: E [v ( t) ûF t- 1 ] = 0,　a. s.

　　A 2:　　　　E [v 2 ( t) ûF t- 1 ] = Ρ2
v ( t) ≤ Ρ2

v < ∞,　a. s.
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　　A 3:　　　 lim sup
t→∞

1
t∑

t

i= 1
v 2 ( i) ≤ Ρ2

v < ∞,　a. s.

3　衰减激励信号与衰减激励条件的
定义

　　对于信号 u 0 ( t) ,若存在常数 0 < Α1≤ Β1 < ∞

和整数 p > 0,使下式成立:

A 4: Α1 I ≤ 1
p∑

p

i= 1

U 0 ( t - i +

　　　1)U T
0 ( t - i + 1) ≤ Β1 I

U 0 ( t) Χ [u0 ( t) , u 0 ( t - 1) ,⋯,

　　　　u0 ( t - n + 1) ]T ∈R n

则称 u 0 ( t) 为 n 阶持续激励信号。

　　在先前辨识算法的收敛性分析中,一般要求输

入 u ( t) 至少为 n 阶持续激励信号,或要求信息向量

Υ( t) 是充分丰富的,即存在常数 0 < Α≤ Β < ∞和

整数 p > 0,满足

A 5 :　　ΑI ≤ 1
p∑

p - 1

i= 0
Υ( t + i) ΥT ( t +

　　i) ≤ ΒI ,　a. s. 　t > 0

条件A 5称为 (n 阶) 强持续激励条件。相应地,弱持

续激励条件定义为

A 6: 　 lim
t→∞

1
t∑

t

i= 1

Υ( i) ΥT ( i) = R > 0

令

u ( t) = u 0 ( t) ötΕ + u 1 ( t) ,　Ε> 0 (15)

其中, u ( t) 称为衰减激励信号, u0 ( t) 为满足A 4的持

续激励信号, u1 ( t) 为非持续激励信号 (最特别的情

形是 u 1 ( t) ≡ 0)。对应的衰减激励条件可定义为

A 7:　　 Α
( t + p - 1) 2ΕI ≤

　　 1
p∑

p - 1

i= 0
Υ( t + i) ΥT ( t + i) ≤ ΒI ,　a. s.

　　t > 0,　Α> 0,　Β > 0,　p > n

式中 Ε> 0称为衰减指数。当 Ε= 0时,条件A 7等同

于A 5,故强持续激励条件是衰减激励条件的一个特

例。

　　值得指出的是,衰减激励信号的定义可有多种

形式,如

u ( t) =
u 0 ( t)

tΕ( ln t) c + co s Πt + 2
+ u 1 ( t)

c > 0,　Ε> 0 (16)

对应的衰减激励条件也有多种形式。但是, 式 (15)

的衰减激励信号和衰减激励条件A 7的表达式最简

单, 在工程上也最易实现。因此, 本文针对条件A 7

进行讨论。

4　主要结果

　　引理 1　若对称矩阵

A =

A 11 A 12 ⋯ A 1N

A 21 A 22 ⋯ A 2N

� � ω �
A N 1 A N 2 ⋯ A N N

A ij = A T
j i∈R n i×n j

满足 0 < ΑI ≤A ≤ΒI ,其中 I 为单位阵, Α和Β为常
数。则下列两不等式成立。

ΑI ≤ diag [A ii, i = 1, 2,⋯,N ] ≤ ΒI

ΑI ≤A ii≤ ΒI

　　证明较为简单,这里从略。

　　引理 2　设非负序列{x ( t) }, {a t}, {bt} 满足下

列关系

x ( t + 1) ≤ (1 - a t) x ( t) + bt,　t≥ 0

其中 a t∈ [ 0, 1) ,∑
∞

t= 1
a t = ∞, x (0) < ∞,则有

lim
t→∞

x ( t) ≤ lim
t→∞

btöa t

并且假设上式右端极限存在。

　　证明参见文献[ 6 ]。

　　 引 理 3　 对 于 系 统 (2) , 设 H - 1 ( t) =

∑
t

i= 1
Υ( i) ΥT ( i) + H - 1 (0) , H (0) = H 0 = P 0 > 0,如

果衰减激励条件A 7成立,那么协方差矩阵H ( t) 满

足

( t + p ) ΒI + H - 1
0 ≥H - 1 ( t) ≥

Α
1 - 2Ε[ t1- 2Ε - p 1- 2Ε] I + H - 1

0

　　0≤ Ε< 1ö2

Α( ln t - ln p ) I + H - 1
0 ,　Ε= 1ö2

Α
2Ε- 1 [

1
p 2Ε- 1 -

1
t2Ε- 1 ] I + H - 1

0

　　Ε> 1ö2

　　证明　由于

H - 1 ( t) ≤ ( t + p ) ΒI + H - 1
0 ,　a. s.

pH - 1 ( t) ≥

∑
t- p + 1

i= 1

p Α
( i + p - 1) 2ΕI + pH - 1

0 ,　a. s.

将文献 [ 7 ] 的方法用于上式, 即得引理的最后一个

不等式。□

　　引理 4　在引理 3的条件下,有
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∑
t

i= 1
ΥT ( i)H ( i) Υ( i) = O ( lnûH - 1 ( t) û )

其中 f ( t) = O (g ( t) ) 表示 g ( t) ≥ 0,且存在常数M

> 0,使得 û f ( t) û ≤M g ( t) 成立。

　　证明　由于

H - 1 ( t - 1) = H - 1 ( t) [ I - H ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]

两边取行列式,得

ûH - 1 ( t - 1) û =

û H - 1 ( t) û [ 1 - ΥT ( t)H ( t) Υ( t) ]

或

ΥT ( t)H ( t) Υ( t) =
ûH - 1 ( t) û - ûH - 1 ( t - 1) û

ûH - 1 ( t) û
因此

∑
t

i= 1
ΥT ( i)H ( i) Υ( i) ≤ lnûH - 1 ( t) û - lnûH - 1

0 û

同理

∑
t

i= 1

ûH - 1 ( i) û - ûH - 1 ( i - 1) û
ûH - 1 ( i - 1) û ≥

lnûH - 1 ( t) û - lnûH - 1
0 û

∑
t

i= 1

ûH - 1 ( i) û - ûH - 1 ( i - 1) û
ûH - 1 ( i) û =

∑
t

i= 1

ûH - 1 ( i) û - ûH - 1 ( i - 1) û
O (ûH - 1 ( i - 1) û )

由以上三式不难得知引理的结论成立[8 ]。□

　　定理 1　对于大系统 (2) 和HL S 算法 (12)～

(14) ,假设A 1～ A 3成立,衰减激励条件A 7成立,

且衰减指数 Ε≤ 1ö2,那么HL S 算法给出的参数估

计误差 Ηδ( t) - Η均方 (m. s. ) 收敛于零,即

lim sup
t→∞

E [‖Ηδ( t) - Η‖2 ] = 0

或 　　　 lim
t→∞

Ηδ( t) = Η,　m. s.

　　证明　鞅理论和随机过程理论是分析辨识方

法收敛性的主要工具[8, 9 ] ,这里用随机过程理论来证

明。式 (13) 协方差阵 P ( t) 可表示为

P - 1 ( t) = P - 1 (0) + diag [∑
t

j= 1
Υi ( j ) ΥT

i ( j ) ,

i = 1, 2,⋯,N ]
由引理 1知,用 P ( t) 代替H ( t) ,引理 3和引理 4的

结论亦成立。定义参数估计误差向量

Ηυ( t) = Ηδ( t) - Η (17)

式 (12) 两边减去 Η,并将式 (2) 代入,得

Ηυ( t) = [ I - P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ] ×

Ηυ( t - 1) + P ( t) Υ( t) v ( t) (18)

式 (18) 两边取范数,得

‖Ηυ( t)‖2 =

ΗυT ( t - 1) [ I - P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]T [ I -

P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]Ηυ( t - 1) + 2ΗυT ( t - 1) [ I -

P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]T P ( t) Υ( t) v ( t) +

ΥT ( t) P 2 ( t) Υ( t) v 2 ( t) (19)

利用假设A 2和A 3,由于Ηυ( t - 1) , Υ( t) , yζ ( t) 和 v ( t)

独立,式 (19) 两边取数学期望得

E [‖Ηυ( t)‖2 ] =

E [ΗυT ( t - 1) [ I - P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]T [ I -

P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]Ηυ( t - 1) ] +

E [ΥT ( t) P 2 ( t) Υ( t) ]Ρ2
v ( t) (20)

　　设[ I - P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]的最大特征值 sm ax ( t) 对

应的单位特征向量为 x 0,则有

[ I - P ( t) Υ( t) ΥT ( t) ]x 0 = sm ax ( t) x 0

或

P ( t) Υ( t) ΥT ( t) x 0 = [ 1 - sm ax ( t) ]x 0

上式两边同乘以 ΥT ( t) ,得

ΥT ( t) P ( t) Υ( t) ΥT ( t) x 0 =

[ 1 - sm ax ( t) ]ΥT ( t) x 0

由于 Υ( t) 是强持续 (或衰减) 激励的,故从上式可求

得

sm ax ( t) = 1 - ΥT ( t) P ( t) Υ( t)

由式 (20) 得

E [‖Ηυ( t)‖2 ] ≤

E [ (1 - ΥT ( t) P ( t) Υ( t) )‖Ηυ( t - 1)‖2 ] +

E [Κm ax [P ( t) ]ΥT ( t) P ( t) Υ( t) ]Ρ2
v (21)

式中 Κm ax [X ] 表示矩阵X 的最大特征值。

　　利用引理 1,引理 3和引理 4,有

∑
t

k= 1
ΥT (k ) P (k ) Υ(k ) =

O ( lnûP - 1 ( t) û ) →∞

　t→∞,　Ε≤ 1ö2

lim sup
t→∞

Κm ax [P ( t) ] = 0,　Ε≤ 1ö2

　　将引理 2应用于式 (21) ,利用引理 3,经过简单

的归纳推导不难得出定理的结论。□

5　RL S算法与 HL S算法计算量比较

　　标准递推最小二乘算法 (RL S) 和递阶最小二

乘算法 (HL S) 每迭代计算一步的计算量如表 1 所

示。其中小括号内的数字表示n = 100,N = 10, n i =

10 ( i = 1, 2,⋯,N ) 时, 两种参数估计算法的计算
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量。从表 1 可以看出, RL S 算法的计算量很大, 而

HL S算法的计算量却小得多。
表 1　RL S算法与 HL S算法计算量比较

估计方法 乘法次数 加法次数

RL S 2n2 + 4n (20 400) 2n2 + 2n (20 200)

HL S ∑
N

i= 1

(2n2
i + 4n i) (2 400) ∑

N

i= 1

(2n2
i + 2n i) (2 200)

6　数字仿真

　　考虑下列仿真对象

(1 + Η1z - 1 + Η2z - 2 + Η3z - 3) y ( t) =

(Η4z - 1 + Η5z - 2 + Η6z - 3) u ( t) + v ( t)

其中 Η1 = - 2. 050, Η2 = 1. 375, Η3 = - 0. 300, Η4 =

1. 000, Η5 = 2. 500, Η6 = 1. 000。

　　仿真时{u ( t) } 采用零均值单位方差的可测随

机变量序列, {v ( t) }采用零均值方差为 Ρ2
v = 12的不

可测随机噪声序列。将系统分解为两个子系统,即 n

= 6,N = 2, n1 = 3, n2 = 3。用递阶最小二乘算法估

计系统的参数,不同数据长度下的参数估计 Ηδ( t) 和

估计误差 ∆示于表 2。其中 ∆ =
‖Ηδ( t) - Η‖
‖Η‖ ×

100◊ 为相对参数估计误差范数。表 2的参数估计精

度是令人满意的。

表 2　HL S算法参数估计及相对误差范数

t Η1 Η2 Η3 Η4 Η5 Η6 ∆

100 - 2. 207 5 1. 660 3 - 0. 429 6 0. 794 8 2. 446 8 0. 704 7 13. 3◊

300 - 2. 130 7 1. 530 8 - 0. 375 5 0. 895 8 2. 316 7 0. 778 5 9. 5◊

500 - 2. 114 3 1. 501 5 - 0. 362 1 0. 995 0 2. 340 4 0. 780 4 8. 3◊

1 000 - 2. 118 8 1. 502 2 - 0. 360 7 0. 995 7 2. 368 6 0. 846 3 0. 7◊

2 000 - 2. 023 5 1. 321 2 - 0. 272 3 0. 984 0 2. 480 9 1. 080 9 2. 8◊

真 值 - 2. 050 1. 375 - 0. 300 1. 000 2. 500 1. 000

7　结　　语

　　如何减少大系统辨识的计算量,一直是辨识领

域中有待解决的难题之一。本文提出的递阶最小二

乘算法为系统辨识提供了新方法。关于其它模型 (如

输出误差 (O E)模型、CA RA RM A 模型、CA RA R 模

型等)的递阶辨识及其收敛速率,仍是今后有待攻克

的研究难题。需要指出的是:由于强持续激励条件是

衰减激励条件下的一个特例,故文中的结论在强持

续激励条件下也成立。

参考文献 (R eferences) :

[ 1 ] 冯纯伯,史维. 自适应控制[M ]. 北京: 电子工业出版社,

1986.

[ 2 ] Goodw in G C, Sin K S. A dap tive filtering p redict ion

and con tro l [M ]. Englew ood C liffs: P ren tice2hall Inc,

1984.

[3 ] 丁锋,谢新民,方崇智. 时变系统辨识的多新息方法[J ].

自动化学报 (A cta A utom at Sin ica) , 1996, 22 (1) : 85291.

[ 4 ] D ing Feng, X ie X inm in, Fang Chongzh i. Convergence

of the fo rgett ing facto r algo rithm fo r iden tifying tim e2
varying system s[J ]. Con tro l T heo ry and A pp l, 1994, 11

(5) : 6342638.

[ 5 ] 丁锋,杨家本. 大系统的递阶辨识[J ]. 自动化学报 (A cta

A utom at Sin ica) , 1999, 25 (5) : 6472654.

[6 ] 郭雷. 时变随机系统——稳定性、估计与控制 [M ]. 长

春:吉林科学技术出版社, 1993.

[7 ] 丁锋,杨家本. 衰减激励条件下确定性系统多新息算法

的收敛性分析[J ]. 清华大学学报 (J of T singhua U niv) ,

1998, 38 (9) : 1112115.

[8 ] 丁锋. 多变量系统的辅助模型辨识方法的收敛性分析

[J ]. 控制理论与应用 (Contro l T heo ry and A pp l) , 1997,

14 (2) : 1922200.

[9 ] 丁锋. 关于鞅超收敛定理与遗忘因子最小二乘算法的收

敛性分析[J ]. 控制理论与应用 (Contro l T heo ry and A p2
p l) , 1999, 16 (4) : 5692572.

10 控　　制　　与　　决　　策 第 17 卷


