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不确定离散系统的输出反馈保性能控制
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摘　要: 对一类具有范数有界时变参数不确定性的离散时间系统, 研究设计一个输出反馈保性能控制

器,使得闭环系统对所有允许的不确定性渐近稳定,且闭环性能指标值不超过某个确定的上界。基于线

性矩阵不等式处理方法,证明了保性能控制器的存在性等价于一个线性矩阵不等式的可行性,并用该线

性矩阵不等式的可行解给出了控制器的构造方法和闭环性能指标的上界。
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Abstract: A design pro cedure f or output feedback cont ro ller s is derived w hich render s the clo sed-loop

sy st em to be asym pto tically stable and guar ant ees an upper bound of the g iv en perfo rm ance cost fo r all

admissible uncer tainties. The ex istence of t he guarant eed cost cont ro l is shown t o be equiv alent to t he

feasibility o f a certain linear matr ix inequality ( LM I) , and a full o rder output f eedback contr oller can be

constr ucted in t erms of t he feasible solutions to this LM I .
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1　引　　言

　　近年来, 考虑鲁棒稳定性和鲁棒性能的不确定

系统保性能控制问题引起了人们的关注。研究这一

问题的目的是设计一个控制器, 使得闭环不确定系

统不仅是鲁棒稳定的, 而且对所有允许的不确定

性,一个给定二次型性能指标的闭环性能值不超过

某个确定的上界。基于 Riccat i方程方法和线性矩阵

不等式处理方法, 对这一问题提出了不少解决方

法
[ 1～3]
。但是这些结果都假定系统的状态可以直接

测量得到,设计的是状态反馈保性能控制器。

　　文献[ 4]对连续时间系统研究了输出反馈保性

能控制问题,但所得出的结论并非一个完整的线性

矩阵不等式问题。而对于不确定离散系统的输出反

馈保性能控制问题, 目前尚未有研究结果报道。本文
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采用线性矩阵不等式处理方法研究这一问题,并提

出输出反馈保性能控制器的设计方法。

2　鲁棒性能分析

　　考虑由如下方程描述的不确定离散系统

x ( k + 1) = [ A + H � ( k ) E] x ( k) ( 1)

其中, x ( k ) ∈R
n是系统的状态变量, �( k) ∈R

i×j 是

满足�′( k) � ( k) ≤ I 的未知矩阵, A , H 和E 是已知

常数矩阵。系统的性能指标定义为

J = ∑
∞

k= 0

x′( k) Qx ( k) ( 2)

其中Q > 0是给定的加权矩阵。

　　定义 1　如果对所有允许的不确定矩阵 � ( k) ,

对称正定矩阵 P 满足

[ A + H � ( k) E ]′P [ A +

H � ( k) E ] - P + Q < 0 ( 3)

则矩阵 P 称为系统( 1) 和性能指标( 2) 的一个二次

保性能矩阵。

　　以下引理揭示了二次保性能矩阵的存在性与

系统的二次稳定性之间的关系。

　　引理 1　若系统( 1) 和性能指标( 2) 存在一个

二次保性能矩阵 P , 则系统( 1) 是二次稳定的, 且对

所有允许的不确定矩阵 �( k ) ,性能指标( 2) 满足

J ≤ x′( 0) Px ( 0) ( 4)

　　由式( 4) 给出的性能指标的上界依赖于系统的

初始状态 x ( 0) ,但在实际中一般很难确定系统的初

始状态。本文假定系统的初始状态是任意的,但在集

合 S = { x ( 0) ∈R
n
: x ( 0) = Uv , v′v≤1} 中, U是一

个已知矩阵, 则由式( 4) 可得

J ≤ �max( U′PU ) ( 5)

式中 �max (�) 表示矩阵(�) 的最大特征值。
　　定理 1　具有性能指标( 2) 的系统( 1) 存在一

个二次保性能矩阵,当且仅当存在常数 > 0和一个

对称正定矩阵 V ,使得

　

- V A V H 0 0

VA′ - V 0 VE′ V ( Q 1/ 2 )′

H′ 0 - I 0 0

0 EV 0 - I 0

0 Q
1/ 2

V 0 0 -  I

< 0 ( 6)

进而,若存在常数  > 0和正定矩阵 V , 使得矩阵不

等式( 6) 成立,则 P =  V - 1是系统( 1) 和性能指标

( 2) 的一个二次保性能矩阵, 且 J ≤ �max ( U′V - 1
U )。

　　证明类似于文献[ 2] 中主要结论的证明。

3　保性能控制器设计

　　考虑如下不确定离散时间系统

x ( k + 1) = [ A + H 1�( k ) E1 ] x ( k) +

　　　　　[ B + H 1� ( k) E 2] u( k)

y ( k) = [ C + H 2� ( k) E 1] x ( k) +

　　 　[ D + H 2� ( k) E 2] u( k)

( 7)

其中, x ( k )∈R
n
, u( k) ∈R

m
分别是系统的状态向量

和控制输入, � ( k) ∈ R
i×j 是满足 �′( k ) � ( k) ≤ I 的

未知矩阵, A , B , C, D , E 1, E 2, H 1 和 H 2是已知的常

数矩阵, 系统的初始状态 x ( 0) ∈S ,其中S是第 2节

中描述的集合。系统的性能指标

J = ∑
∞

k= 0
[ x′( k) Qx ( k) + u′( k) Ru( k) ] ( 8)

其中 Q > 0和 R > 0是给定的加权矩阵。

　　考虑如下结构的满阶输出反馈控制器

x
�( k + 1) = A cx

�( k) + B cy ( k )

x
�( 0) = 0,　u( k) = Ccx

�( k)
( 9)

其中, x�( k ) ∈ R
n是控制器的状态向量, A c, Bc 和 Cc

是待定的控制器系数矩阵。系统( 7) 应用控制器( 9)

得到的闭环系统为

x
-( k + 1) = ( A

- + H
- � ( k) E- ) x-( k) ( 10)

其中

x
-( k) =

x ( k )

x
�( k )

,　A
- =

A BCc

B cC A c + BcDCc

H
- =

H 1

B cH 2

,　E
- = [ E1　E2Cc]

相应的闭环系统性能指标值为

J = ∑
∞

k= 0
x
-′( k ) Q- x

-( k) ( 11)

其中 Q
- = diag{Q , C′cRCc}

　　定义 2　 若闭环系统( 10) 和性能指标( 11) 存

在一个二次保性能矩阵P
- > 0,则控制器( 9) 称为系

统( 7) 和性能指标( 8)的一个具有保性能矩阵P
- > 0

的输出反馈二次保性能控制器。

　　根据以上定义和第 2节中的分析, 如果控制器

( 9) 是系统( 7) 和性能指标( 8) 的一个具有保性能矩

阵 P
- > 0的二次保性能控制器, 则该控制器将使系

统( 7) 鲁棒稳定,且对所有允许的不确定性,闭环系

统性能指标值不超过某个确定的上界。

　　 将定理 1应用于闭环系统( 10) 和性能指标

( 11) ,容易得到如下定理:

　　定理 2　系统( 7) 存在一个输出反馈二次保性

能控制器( 9) ,当且仅当存在一个常数和对称正定矩
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阵 V- ,使得

- V
-

A
-

V
-

H
- 0 0

V
-

A
- ′ - V

- 0 V
-

E
-

V
-

Q
�′

H
- ′ 0 - I 0 0

0 E
-

V
- 0 - I 0

0 Q
�
V- 0 0 -  I

< 0 ( 12)

其中, Q- = Q
�′Q�, Q� = diag {Q1/ 2 , R1/ 2

Cc}。

　　在矩阵不等式( 12) 中, 控制器系数矩阵 A c, B c

和 Cc与其它未知变量以非线性的方式耦合在一起,

因此很难从式( 12) 直接确定这些变量。以下应用文

献[ 5] 中变量变换的思想, 提出输出反馈二次保性

能控制器的设计方法。

　　将矩阵 V
- 及其逆做如下分解

V′=
Y N

N′ W
,　V

- - 1
=

X M

M′ Z

其中 X , Y ∈ R
n×n是对称矩阵。由 V- - 1

V- = I 可得

MN′= I - XY。由此关系式, 采用奇异值分解方

法,可由 X 和 Y 求出非奇异矩阵 M 和 N。定义一组

新的变量

A
� = X AY + XBC

� + B
�
CY +

　M A cN′+ B
�
DC
�

B
� = MB c

C
� = CcN′

( 13)

则给定正定矩阵 X , Y 及可逆矩阵 M , N ,由 A
�, B�和

C
�可确定矩阵 A c, Bc 和 Cc。进而通过矩阵运算,由定

理 2可得如下定理:

　　定理 3　 具有性能指标( 8) 的不确定系统( 7)

存在形如式( 9) 的输出反馈二次保性能控制器, 当

且仅当存在常数  > 0, 对称正定矩阵 X 和 Y , 矩阵

A
�, B�和 C

�满足如下线性矩阵不等式
- X - I ⋯ 0 0

* - Y ⋯ 0 0

* * ⋯ Q
1/ 2 0

* * ⋯ YQ
1/ 2

C
�′
R

1/ 2

* * ⋯ 0 0

* * ⋯ 0 0

* * ⋯ -  I 0

* * ⋯ * -  I

< 0 ( 14)

式中“* ”处的矩阵块可由矩阵的对称性得到。进

而, 若线性矩阵不等式( 14) 有解(  , X , Y , A�, B�, C�) ,

则根据式( 13) 可求得 A c, Bc 和 Cc, 且相应的闭环性

能指标值满足

J ≤  �max ( U′XU ) ( 15)

　　如果线性矩阵不等式( 14) 是可解的,则其解构

成一个凸集。定理 3给出了用一个凸约束刻画一组

输出反馈保性能控制器。不同控制器导出的闭环系

统性能指标上界往往是不同的, 而使闭环性能指标

值的上界尽可能小的保性能控制器更有意义, 这样

的控制器称为最优保性能控制器。依据定理 3, 通过

建立和求解如下优化问题, 给出最优输出反馈保性

能控制器的设计方法。

min z =  + �

s. t .
1) ( 14)

2) U′XU < �I
( 16)

　　由矩阵的Schur补性质, 问题( 16) 中的约束2)

等价于 �max ( U′XU ) < �。由于  和 �max ( U′X U ) 都是

非负的, 因此问题( 16) 的目的是通过目标函数 z =

 + �的极小化, 使得性能指标上界( 15) 尽可能小,

从而得到最优保性能控制器。问题( 16) 是一个具有

线性矩阵不等式约束的凸优化问题, 只要保性能控

制器存在, 则问题( 16) 一定有解, 且能达到全局最

优。而在连续系统的类似结论中[ 4] ,寻找最优保性能

控制器的最优化问题不是凸的, 所给出的设计算法

难以保证其收敛性, 且不能保证其达到全局最优。

　　注 1　用  + �代替  �max ( U
′
XU ) 作为目标函

数,并由式( 16) 得到的控制器只能是一个次优保性

能控制器,但却以此换来问题( 16) 的凸性。另外, 这

样处理也符合保性能控制的设计思想。
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