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摘　要: 讨论了通过改变离散混沌系统的李雅普诺夫指数对离散混沌系统进行控制的一种方法。离散

混沌系统的李雅普诺夫指数可按需要配置为负值, 从而使系统收敛到任意的期望点上。仿真和实验结果

表明,该控制方法是有效的, 可以实现系统的快速稳定。
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Abstract: A contr ol scheme based on Lyapunov exponents of t he sy st ems is propo sed fo r discret e-time

chao tic systems. T he Lyapunov exponents can be set negativ e according to the need and the sy st em w ill

be conver ge to arbit rar y fix ed po int. Simulation results demonstrat e the effectiveness of the pr oposed

met hod and that sy st ems have per fect perfo rmance in the dynamic stability under this scheme.
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1　引　　言

　　混沌现象存在于数学、物理、力学、天文学、化学

工程学、光学和社会学等许多领域,因此, 混沌作为

确定性非线性动力学系统解的重要特征已引起人们

的广泛注意[ 1]。对某些系统而言,混沌的出现是有害

的,因此人们总是采用一些方法来消除系统中的混

沌。经过近 10年的研究,人们已找出一些控制混沌

系统的方法, 如 OGY 方法及其改进方法
[ 2, 3]、连续

控制方法[ 4, 5]和工程控制方法 [ 6～9]等。

　　研究发现,系统的李雅普诺夫指数可用来判断

系统是收敛的还是混沌的 [ 10]。当系统的李雅普诺夫

指数中至少有一个为正时,系统是混沌的;当系统的

李雅普诺夫指数均为负数时, 系统是收敛的。因此,

通过改变系统李雅普诺夫指数的符号, 便可改变系

统的运动状态。近几年来, 陈关荣等 [ 10, 11]讨论了将

离散非线性系统的李雅普诺夫指数配置为大于零而

使系统变成混沌系统的方法。本文则提出通过将离

散混沌系统的李雅普诺夫指数配置为负数,从而实

现对离散混沌系统进行控制的一种方法,利用该方

法可将离散混沌系统稳定在任意期望点上。
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2　控制方法

　　考虑一般的离散混沌系统
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其中,状态变量 x k = ( x ( k)
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x 0已知,映射 f 连续可微, f 的 Jacobi矩阵连续且有

界。

　　引理1
[ 12]
　对于离散系统( 1) , 如果其映射f 连

续可微,其 Jacobi矩阵连续且有界,则当系统的李亚

普诺夫指数中至少有一个为正时,系统是混沌的;当

系统的李雅普诺夫指数均为负数时, 系统是收敛的。

　　设系统( 1) 的期望点为 x
* 。令控制序列{uk} nk= 0

满足

uk = Bx k + C ( 2)

其中, B为待定的n×n常数阵, C为待定的n×1常

数矩阵。令 B 和 C满足
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其中, J ( x * ) 为映射 f 在点 x
* 处的 Jacobi矩阵, �i( i

= 1, 2,⋯, n) 为设定的负实常数, E 为如下常对角
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　　定理 1　如果离散混沌系统( 1) 的映射 f 连续

可微,其 Jacobi矩阵连续且有界,则在控制序列( 2)

的作用下,系统( 1) 在点 x
* 附近是收敛的, 且对角

阵 E 中的 �i 即为受控系统的李雅普诺夫指数。
　　证明　将控制序列uk 加入系统( 1) 的右边,得

x k+ 1 = f ( x k ) + uk, 　k = 1, 2,⋯, n

将式( 3) 代入上式, 经整理得

x k+ 1 = f ( x k ) - f ( x * ) + J ( x * ) ( x * -

x k ) + E ( x k - x
* ) + x

* ( 4)

显然, x * 为系统( 4) 的不动点。系统( 4) 在点 x
* 处

的 Jacobi矩阵为

J ( x
*

) = E ( 5)

矩阵 E 的特征值为{ �i = e
�
i , i = 1, 2,⋯, n}。由于 �i

均为负实数,故矩阵 E 对应的特征值 �i 均为小于 1

的正数, 因此不动点 x
* 为系统( 4) 的稳定不动点。

且映射 f 连续可微, 所以系统( 4) 的状态变量在点

x
* 周围存在一个吸引区域, 由此区域内出发的点,

经过一定次数的迭代后, 均会收敛到期望点 x
* 。

　　下面证明对角阵 E 中的 �i 即为所配置的李雅
普诺夫指数[ 11]。对于所有的 j = 0, 1,⋯, 设

　T j ( x * ) = J j ( x j ) J j- 1 ( x j- 1 )⋯J 1( x 1) J 0 ( x 0 ) ( 6)

且 i( T j ( x * ) ) 为T j ( x * ) 矩阵的第 i个奇异值。由矩

阵的奇异值定义知, 如果  i( T j ( x * ) ) 为 T j ( x * ) 矩

阵的第 i 个奇异值, 则存在  i( T j ( x * ) ) ≥ 0, 且当

 i ( T j ( x
*

) ) ≠ 0时,有

�i = lim
k→∞

1
k
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i = 1, 2,⋯, n, 　k = 1, 2,⋯ ( 7)

为设计控制器, 可以选定

 i( T j ( x
*

) ) = e
( k+ 1) �

i

i = 1, 2,⋯, n, 　k = 1, 2,⋯ ( 8)

其中 �i 为任意设定的常数。
　　 另外, 根据离散系统的李雅普诺夫指数定

义
[ 12]

, 对于控制系统( 4) , 当初始点给定时, 系统的

{ x k}∞k= 0轨道的第 i个李雅普诺夫指数定义为

�i( x 0) = lim
k→∞

1
k

ln{ i( T k( x 0) ) } =

lim
k→∞

1
k

ln{ i ( J k( x k )⋯J 1( x 1 ) J 0 ( x 0 ) ) }

　　　　　i = 1, 2,⋯, n ( 9)

由式( 6) ～ ( 9) 可以得出, 对于给定的 �i ,有
�i( x 0) = �i, 　i = 1, 2,⋯, n ( 10)

　　 由上述分析可知, 当系统( 1) 的状态变量在控

制区域内时, 在控制序列( 2) 的作用下, 系统( 1) 的

李雅普诺夫指数变为负数, 系统运动由混沌变为收

敛。因此, 利用上述方法可实现对混沌系统的控制,

相应的李雅普诺夫指数 �i 可根据具体要求设定。另
一方面, 当系统( 1) 的状态变量不在控制区域内时,

系统( 4) 有可能发散, 这时一般不对系统( 1) 进行控

制,系统的状态变量仍按系统( 1) 进行演变。由于混

沌系统具有遍历性, 经过一定次数的演变后, 其状态

变量会进入控制区域。这时按式( 2) 设计控制序列,

将系统( 1) 的李雅普诺夫指数全部配置为负值, 从

而使系统( 1) 的状态变量按要求收敛到期望点 x
*

上,实现了系统的混沌控制。□
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3　仿真研究

　　本文利用上述控制方法, 对一常见的离散混沌

模型——H�non 映射进行控制研究。H�non 映射可

表示为

x n+ 1 = 1 - ax
2
n + yn

y n+ 1 = bx n
( 11)

其中a 和 b为控制参数。系统有两个不动点, 即

( b - 1) ± ( b - 1)
2

+ 4a
2a ,

b
( b - 1) ± ( b - 1) 2 + 4a

2a

当系统的控制参数取为a = 1. 4, b = 0. 3, 初始点为

( 0. 1, - 0. 3) 时,迭代系统方程5 000次, 得到系统

( 11) 的状态如图1所示。由图可见,系统的状态图存

在分形结构, 因此系统( 11) 是混沌的。

图 1　H�non映射轨道

　　假设要将系统( 11)的状态值稳定在点( 0. 4,

0. 8)上, 此时系统的不动点为( 0. 631 4, 0. 189 4) ,

( - 0. 131 4, - 0. 039 4)。当系统在期望点( 0. 4,

0. 8) 附近的两个李雅普诺夫指数都小于零时, 才有

可能将系统稳定在期望点上。不妨设 �1 = ln 0. 4

≈- 0. 916 3, �2 = ln 0. 8≈- 0. 223 1。参数B, C和

控制序列un分别为

B = - J ( 0. 4, 0. 8) +
0. 4 0

0 0. 8
=

　　
1. 52 - 1

- 0. 3 0. 8

C = - f ( 0. 4, 0. 8) - B
0. 4

0. 8
+

0. 4

0. 8
=

　　
- 0. 984

0. 16

un = Bx + C =

1. 52 - 1

- 0. 3 0. 8

x n

y n
+

- 0. 984

0. 16

将控制序列un加入系统( 11) ,经整理得

x n+ 1 = - 1. 4x 2
n + 1. 52x n + 0. 016

y n+ 1 = 0. 8y n + 0. 16
( 12)

　　 设 H�non映射( 11) 的初始点为( 1. 0, 1. 3) , 则

系统的状态方程如图 2所示。根据控制理论知识
[ 13]

,

求得式( 12) 的控制区域为 x n∈ ( 13/ 70, 228/ 245) ,

y n∈ ( - ∞, + ∞)。当系统状态变量在此控制区域

时,将控制序列 un加入系统( 11) , 使整个受控系统

的状态方程演变为系统( 12) ,得受控H�non映射的

( a)　 控制区域 x n

( b)　控制区域 y n

图 2　原系统状态

( a)　 状态变量 x n

( b)　状态变量 y n

图 3　受控系统状态
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状态如图 3所示。由图 3可见,由于系统的初始点为

( 1. 0, 1. 3) , 不满足控制条件, 因此开始时没有对系

统进行控制,系统的状态值根据原系统( 11) 进行迭

代。迭代 1次后,系统的状态值变为( 0. 9, 0. 3) , 已在

控制区域内, 这时开始对系统进行控制。迭代17次

后,系统的状态变量 yn的值稳定在不动点0. 8上;迭

代7次后, 系统的状态变量 x n的值稳定在不动点

0. 4上。由此可见,利用上述控制方法可将 H�non映

射的状态变量快速稳定在期望点上。

4　结　　论

　　研究表明:在控制区域内,将控制器施加到离散

混沌系统( 1)上,可按需要配置系统的李雅普诺夫指

数。当李雅普诺夫指数均小于零时,系统可收敛到任

意的期望点上。对 H�non映射的控制研究表明,该

控制方法可以实现系统的快速稳定。
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