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H ∞设计中的四块问题及应用
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摘　要: 四块问题的H ∞设计可以避免零极点对消。指出选择不同的信号组合,可以进一步将四块问题

直接用于系统的综合。基于这一思路给出了病态对象控制和弱阻尼系统鲁棒镇定的 H ∞综合方法,并结

合Benchm ark 问题给出了算例。
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Four-block problem in H ∞ design and its appl ica tion s
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Abstract: T he po leözero cancella t ion can be avo ided in four2block design. It is po in ted ou t fu rther that

using p roper com binations of the signals the four2block p rob lem can be used fo r dicect syn thesis. T h is

design idea is illustra ted in H ∞ con tro l of ill2condit ioned p lan t and robust stab ilizat ion of ligh tly damped

system s. A design examp le of Benchm ark p rob lem is given.
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1　引　　言

　　H ∞设计中常用 S öT (或 S öK S ) 混合灵敏度方

法,也称两块问题。但是两块问题存在零极点对消问

题[1 ] ,当用于弱阻尼系统或条件数大[2 ]的对象时,会

导致较差的稳定性和鲁棒性。为避免零极点对消,设

计时可采用四块问题。四块问题是指两入两出的系

统,一般是在有外扰动输入的框图中再加一个量测

噪声信号来形成四块问题, 并用两入两出系统传递

函数的H ∞范数作为性能指标进行设计[3, 4 ]。用这种

加有噪声的性能指标来设计是一种类似于LQ G 的

设计,通过选择不同的权,看是否满足设计要求。

　　本文指出, 在这两入两出的基础上,选择不同

的信号组合, 将两入两出的范数要求分解为两个独

立的范数要求, 便可在避免零极点对消的基础上采

用 Λ综合法,按设计要求直接对系统进行综合。

2　四块问题描述

　　设系统如图 1所示,根据内稳定的概念[5 ] ,在对

象G 和控制器K 的输出端各加外输入 u1和 u 2,如果

图 1　反馈控制系统
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从 [uT
1　uT

2 ]T 内 [y T
1　y T

2 ]T 的传递函数阵 T y u ∈

R H ∞,则该系统稳定。

T y u =
GK ( I - GK ) - 1 G ( I - K G ) - 1

K ( I - GK ) - 1 K G ( I - K G ) - 1
(1)

这说明按式 (1) 这四块的传递函数来设计, 不会出

现零极点对消现象。

　　为了避免零极点对消,一般是在干扰输入u2之

外再加一量测噪声 u1,使之成为四块问题。例如, 文

献[ 4 ] 在弱阻尼的Benchm ark 算例中就是用此加权

T y u的H ∞范数作为性能指标进行设计。应该指出的

是,这种在噪声作用下对控制输入加权的性能指标,

需要对不同加权结果进行分析才能确定合适的权

值[4 ] ,而不是真正意义上的综合。

　　注意到图 1本是反馈控制的典型结构,图中的

一些信号也可用来反映控制系统设计中的一些要

求,所以适当选择输入输出信号, 赋予 (1, 1) 块和

(2, 2) 块以独立的含义,就可在避免 (零极点ö条件
数 ) 对消的基础上解决系统的综合问题, 进一步扩

大四块问题的应用范围。

3　病态对象的鲁棒控制

　　病态对象是指对象G ( jΞ) 的条件数 Χ很大,而

Χ=
Ρλ[G ( jΞ) ]
Ρ[G ( jΞ) ]

式中 Ρλ(G ) 和 Ρ(G ) 表示对象的最大和最小奇异值。

　　设系统的性能用灵敏度 S 表示,在H ∞ 设计中

就是要求

‖W 1S‖∞≤ 1 (2)

式中W 1 为性能的权函数。若同时要求在对象有乘

性摄动时具有鲁棒稳定性,即要求

‖W 2T‖∞≤ 1 (3)

式中T 为闭环传递函数,W 2为对应乘性不确定性的

权函数。这两个要求可合写在一起,即

W 1S

W 2T ∞
≤ 1 (4)

这就是通常的混合灵敏度问题。但是若对象是病态

的,则这种两块问题的设计结果是控制器的条件数

也很大,这就是一般所说的条件数对消,系统的鲁棒

性很差[2 ]。

　　这一问题可用四块问题 (图 1) 来解决。设以 e1

和 y 2 作为输出 z ,于是

　z =
e1

y 2

=

　
( I - GK ) - 1 G ( I - K G ) - 1

K ( I - GK ) - 1 K G ( I - K G ) - 1

u 1

u 2

(5)

那么这个传递函数阵 T z u 的 (1, 1) 块就是灵敏度 S ,

(2, 2) 块就是闭环传递函数 T , 故可对 e1 信号和 y 2

信号分别加权来满足式 (2) 和式 (3)。设 ∃2为乘性不

确定性, Ρ(∃2) < 1。如果再将性能要求用摄动块 ∃1

来表示, Ρ(∃1) < 1, 那么这个鲁棒设计问题就转换

成图 2的鲁棒稳定问题。

图 2　变换为鲁棒稳定问题

图 3　块对角结构摄动

　　图 2可整理成更为紧凑的形式,如图 3所示,图

中 P 为加权后的广义对象。图 3表明,这个鲁棒稳定

问题中的摄动块 ∃ = diag [∃1, ∃2 ]。由于这是对角块

的结构,所以要用结构奇异值 Λ来求解,即求解

Λ[T z u ] ≤ 1 (6)

根据 Λ综合理论[6 ] ,当满足式 (6) 时, (1, 1) 块和 (2,

2) 块的H ∞范数将分别满足式 (2) 和式 (3)。

　　这样,按式 (6) 进行设计,既满足了混合灵敏度

的设计要求,又因为采用了四块问题,不会出现条件

数对消的问题,使系统具有良好的鲁棒性能。具体的

设计实例可参阅文献[ 2 ]。

4　弱阻尼系统的鲁棒镇定

　　 如果将式 (1) 输入信号的顺序进行变换, 就会

得到另一种四块问题的组合

y 1

y 2

=
G ( I - K G ) - 1 GK ( I - GK ) - 1

K G ( I - K G ) - 1 K ( I - GK ) - 1

u 2

u 1

(7)

　　为了简化起见,这里设系统是单入单出 (S ISO )

的 (如果是M IM O ,则可用奇异值来讨论)。
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　　注意到低频段有 K G µ 1,因此式 (7) 的 (1, 1)

块 T y 1u2≈ 1öK ( jΞ)。如果控制器的低频段是一常值

增益 K c, 就可利用 (1, 1) 块来约束 K c。又因为高频

段 K G ν 1,故可利用 (2, 2) 块来限制 K ( jΞ) 的高频

段增益。因此,如果对控制器增益 K c有要求,并要求

限制 K ( jΞ) 的高频增益,就可对 (1, 1) 块和 (2, 2) 块

的H ∞ 范数加以约束, 形成类似于图 3 的结构奇异

值问题来求解。

　　弱阻尼系统的镇定问题中就存在这种设计要

求。这里的弱阻尼是指阻尼非常小的谐振模态,是挠

性结构的主要特征。在控制问题中,这种谐振模态是

一种高频模态, 设计时应将对象刚性部分所构成的

动态特性作为系统的主导动态特性,其主导极点 (模

值) 应小于谐振模态,否则带宽太宽,将导致控制输

入 u 很大。所以对挠性结构控制来说,主导极点应取

得尽可能大,但又不能超过谐振模态。主导极点是由

控制器的增益 K c 决定的。

　　控制器中的微分作用会将频率特性抬高而加

大带宽。所以, 一方面要根据主导极点的要求, 规定

控制器的增益 K c; 另一方面应尽量压低控制器高频

特性,以保证系统的主导极点小于谐振模态。这种设

计思想可用式 (7) 的四块问题来实现:对 (1, 1) 块加

权形成 H ∞ 范数约束, 使控制器具有给定的增益

K c; 对 (2, 2) 块的加权值则在 H ∞öΛ综合的迭代寻
优过程中逼近其最大值, 以得到尽可能低的 K ( jΞ)

高频增益。这是典型的有约束的H ∞优化设计,是一

种综合法,不同于一般的试凑法。

　　下面以一Benchm ark问题[7 ]为例,进一步说明

这一设计过程。

5　设计示例

　　设有图4所示的小车ö弹簧系统,控制力u作用

于小车 1,位置传感器则在小车 2上,小车 2的位置

x 2 是被控制量 y。

图 4　带有不确定参数的小车ö弹簧系统

　　设小车质量m 1 = m 2 = 1,弹簧常数 k为不确定

参数, 0. 5≤ k ≤ 2. 0。小车系统的传递函数为

G (s) =
k

s2 (s2 + 2k )
(8)

式 (8) 表明, 该系统有一个刚体运动模态和一个振

动模态,传递函数的 4个极点都在虚轴上。

　　 现根据上节的思路, 对式 (7) 的 (1, 1) 块加权

W 1 形成对控制器增益 K c 的约束,即

‖W 1G ( I - K G ) - 1‖∞≤ 1 (9)

对 (2, 2) 块加权W 2 形成对控制器高频段增益的限

制,即

‖W 2K ( I - GK ) - 1‖∞≤ 1 (10)

　　本例中还有参数 k 的不确定性问题,取

k = k 0 + ∃k∃ k =

1. 25 + 0. 75∃ k ,　û∃ k û < 1

　　根据 k 在方程中的位置,引入两个变量: d 和 e,

将不确定性与系统方程的确定性部分分开。其中, d

为不确定性块∃k的输出信号, e为∃ k的输入信号。系

统方程则对应增加一个输入 d 和输出 e。现在广义对

象 P ∃ 的输入为 w = [d　u 2　u 1 ]T , 输出为 z =

[e　y′1　y′2 ]T。本例的H ∞ 标准问题框图如图 5所

示,图中y′1和y′2是对应图1中y 1和y 2的加权输出,

即

y′1 = W 1y 1,　y′2 = W 2y 2

广义对象 P ∃ 的状态空间方程为

图 5　算例中的H ∞标准问题框图

图 6　设计所得的H ∞控制器 Bode图
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xα1

xα2

xα3

xα4

e

y′1

y′2

y

=

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

- 1. 25 1. 25 0 0 - 1 1 0 1

1. 25 - 1. 25 0 0 1 0 0 0

0. 75 - 0. 75 0 0 0 0 0 0

0 W 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 W 2

0 1 0 0 0 0 1 0

x 1

x 2

x 3

x 4

d

u 2

u 1

u

(11)

　　设从 d 到 e的闭环传递函数为 T ed ,根据小增益

定理,鲁棒稳定性的条件是

‖T ed‖∞≤ 1 (12)

式 (12) 就是整个问题H ∞优化设计中的鲁棒稳定性

约束。

　　图 5中的 ∃ 是块对角结构,所以本例要用 Λ综
合法来求解。设 T zw 是从w 到 z 的传递函数, Λ综合
优化设计是在式 (9) 和式 (12) 这两个约束下求取

W 2 的最大值,使

m in‖Λ[T zw ]‖∞ = 1

‖Λ[T zw ]‖∞: = sup
Ξ

Λ[T zw ( jΞ) ]
(13)

　　这种有约束的优化设计结果是在式 (10) 的W 2

取最大值下,使

‖W 2K ( I - GK ) - 1‖∞ = 1 (14)

以达到使高频段ûK ( jΞ) û尽可能小的目的, 并使式

(9) 的约束等于 1,即

‖W 1G ( I - K G ) - 1‖∞ = 1 (15)

　　由于低频段有 K G µ 1,所以根据第 4节可知,

式 (15) 意味着W 1öK c = 1。本例中随着 k的变化,对

象的谐振模态在 1～ 2 radös之间变化,所以根据上

节的分析,系统的主导极点 (模值) 应小于 1。考虑到

控制规律中微分规律会抬高带宽, K c 宜按 0. 3来设

计,故根据式 (16) 取权系数W 1 = 0. 3。据此求解式

(13) ,得到W 2 的最大值为 0. 9× 10- 3。

图 7　k = 0. 5和 k = 2. 0时系统的脉冲扰动响应

　　图 6是所得控制器的Bode图,从图可以读得控

制器的静态增益 K c = 0. 297,达到了预定的设计指

标。由图可得 K ( jΞ) 的最大值为 1. 1× 103,也符合

式 (14) 优化设计的结果。图 7是参数摄动下的脉冲

响应曲线 (单位脉冲扰动加在小车 2上)。

6　结　　论

　　1) H ∞ 的四块问题可避免零极点对消, 如果在

四块问题的基础上选择不同的信号组合, 还可进一

步将四块问题直接用于系统的综合。

　　2) 对于Benchm ark 这种挠性结构的控制问题,

应使系统的主导极点小于谐振模态。这种设计要求

和约束可以转化为四块问题, 是用四块问题进行综

合的一个典型例子。而且可以将其扩展,成为包括参

数摄动的鲁棒镇定问题,如文中算例所示。
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