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非线性 H∞可靠控制器的参数化
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摘　要: 研究具有严格冗余执行机构的非线性 H ∞状态反馈可靠控制器的参数化问题,基于 Hamilton-

Jacobi不等式, 构造出一簇控制器, 使得当有一个执行机构失效时, 闭环系统仍渐近稳定且 L 2 增益有

限。所得结果为非线性 H ∞状态反馈可靠控制的综合提供了更深的视角。
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Parameterization of reliable nonlinear H∞ controllers
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Abstract: T he parameterizat ion pr oblem of the r eliable nonlinear H ∞ st ate feedback contr ollers for non-

linear systems w it h strictly r edundant actuator s is dealt w ith. Based on Hamilton-Jacobi inequality , a

fam ily of cont ro ller s ar e presented such that the result ing clo sed loop systems ar e asympt otica lly stable

and their L 2-gain is limit ed not only w hen all actuato rs ar e oper ational but also w hen any one ( but only

one) o f actuator s exper iences an outage. T he r esults pr ovide a deeper insight into t he synthesis of t he

r eliable nonlinear H ∞ state feedback.
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1　引　　言

　　如何提高系统可靠性一直是工程控制界研究

的中心课题之一。文献[ 1～3] 研究了基于各种控制

目标的线性系统, 特别是文献 [ 1] 给出了基于

Riccat i方程的线性 H ∞理论的设计方法,使得当有

控制元件失效时闭环系统仍渐近稳定且增益有限。

近年来,人们基于非线性H ∞理论,将线性系统的结

果推广到非线性系统[ 4, 5]。

　　通常在设计控制系统时, 除了强调内部稳定和

扰动衰减外, 还有其它设计目标需要满足, 解决这些

更复杂控制问题的方法之一是寻找控制器的集合,

使得除能解决 H ∞控制问题外, 还能满足其它设计

目标,因此控制器的参数化一直为人们所重视
[ 6～8]
。

本文研究具有严格冗余执行机构的非线性H ∞状态

反馈可靠控制器的参数化问题,构造出一簇控制器,

使得当有一个执行机构失效时, 闭环系统仍渐近稳

定且 L 2增益有限。所得结果为非线性 H ∞ 状态反馈

可靠控制的综合提供了更深的视角。

2　问题描述和预备知识

　　考虑如下非线性系统
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x
�= f ( x ) + g1 ( x ) � + ∑

m

j = 1
g2j ( x ) u j

z = [ h
T
( x )　u1　⋯　um]

T

y = x

( 1)

其中, x ∈ R
n
是定义在原点某邻域 X 上的状态向

量, u = [ u1　u2　⋯　um] T ∈ R
m 是控制向量, �∈

R
q 是扰动向量, z ∈ R

s= p + m是参考输出向量, y 是测

量向量(假设等于 x ) ; f ( x ) , g 1( x ) , g2j ( x ) ( j = 1, 2,

⋯, m) 和 h( x ) 是定义在邻域 X 上具有合适维数的

光滑函数,且满足 f ( 0) = 0, h( 0) = 0。为简便起见,

令 g2 ( x ) = [ g21 ( x )　g22( x )　⋯　g2m( x ) ]。

　　本文拟解决的问题是:对于给定的 �> 0,当有

一个执行机构失效时, 要求设计的控制器能使闭环

系统( 1) 仍渐近稳定( � = 0时) ,且 L 2增益≤ �(有
关定义参阅文献[ 9] )。本文将这一问题称为非线性

H ∞可靠控制可解问题。

　　定义1　F ( x ) = [ f 1( x )　f 2 ( x )　⋯　f m( x ) ] :

X → R
n×m
是一个光滑矩阵函数, 如果 m 列向量

f 1 ( x ) , f 2( x ) ,⋯, f m( x ) 是相关的,但任何 m - 1列

向量是不相关的, 则说矩阵 F ( x ) 是严格冗余的。

　　定义2　e ( x ) : X →R
m是 e ( 0) = 0的光滑函数,

如果存在光滑矩阵函数E
0
( x ) ,使得 e( x ) = E

0
( x ) x

且 E
0 ( x ) 是严格冗余的,则说 e( x ) 是严格冗余的。

　　引理1
[ 4] 　1) 如果F ( x ) = [ f 1 ( x )　 f 2 ( x )

⋯　f m( x ) ] : X → R
n×m 是严格冗余的, 则存在光滑

标量函数 0 <  F( x ) < 1(� x ∈ X ) ,使得

f i ( x ) f T
i ( x ) ≤  F ( x ) F ( x ) FT ( x )

i = 1, 2, ⋯, m ( 2)

　　2) 如果 e ( x ) = [ e1 ( x )　e 2( x )　⋯　em( x ) ] T:

X → R
m 是严格冗余的, 则存在光滑标量函数 0 <

 e( x ) < 1(� x ∈ X ) ,使得

　e
2
i ( x ) ≤  e( x ) e( x ) eT( x ) ,　i = 1, 2,⋯, m ( 3)

　　定义3
[ 10]
　设 f ( 0) = 0, h( 0) = 0。如果存在 x

= 0的邻域U , x ( t ) 是 x
�= f ( x ) ( x ( 0) ∈U ) 的积分

曲线,由h( x ( t ) ) = 0(� t≥ 0) 可得lim
t→∞

x ( t) = 0,则

称{ f , h} 是局部可检测的。

3　主要结果

　　本文假设g2 ( x ) 是严格冗余的, 由引理1知,存

在0<  g 2 ( x ) < 1, 使得g2j ( x ) g2j ( x ) T≤ g2 ( x ) g 2( x )

g2 ( x )
T
成立。

3. 1　存在可靠控制器的充分条件及控制器的形式

定理 1　 考虑系统( 1) , 设{ f , h} 是可检测的。

如果存在定义在 R
n 中原点附近的光滑正定函数

V ( x ) ( V ( x ) > 0, V ( x ( 0) ) = 0) , 使 得 如 下

Hamil ton-Jacobi函数

H 1 ( x ) =

V x( x ) f ( x ) + �2�* ( x ) T�* ( x ) -

( 1 - 2 g2 ( x ) ) u* ( x )
T
u* ( x ) + h( x )

T
h( x ) ( 4)

在 x = 0附近半负定,其中

�* ( x ) =
1

2�2g1 ( x )
T
V x ( x )

T

u* ( x ) = -
1
2 g2 ( x )

T
V x ( x )

T

则使系统( 1) 可靠控制问题可解的控制器为

u = u* ( x ) ( 5)

　　证明　设第 j 个执行机构失效,即u j = 0,则系

统( 1) 变成如下非线性系统

x�= f ( x ) + g1( x ) � + g
j
2( x ) uj

z
j = [ h( x ) T　u

j
T

] T
( 6)

其中

g
j
2( x ) = [ g 21( x )　⋯　g2j - 1　g 2j+ 1　⋯　g2m]

u
j
= [ u1　⋯　u j- 1　uj + 1　⋯　um]

T

沿系统( 6) 的轨迹有

dV / dt = V x ( x ) f ( x ) + V x ( x ) g1 ( x ) �+

V x ( x ) g j
2 ( x ) u j =

V x ( x ) f ( x ) + V x ( x ) g1 ( x ) �+

V x ( x ) g2 ( x ) u - V x ( x ) g2j ( x ) uj ≤

V xf + V xg 1� + V xg2u +

1
4

V xg2j g
T
2j V

T
x + u

2
j ≤

V xf + V xg 1� + V xg2u +

1
4  g2 ( x ) V xg 2g

T
2V

T
x + u

2
j

当 � = 0, u = u* ( x ) 时,由定理 1的条件和 u
2
* j ≤

u
T
* u* 可得

dV
dt
≤V xf + u +

1
2

g
T
2 V

T
x

2

- u
T
* u* -

( 1 -  g2( x ) ) uT
* u* + u

2
j ≤

- �2�* ( x ) T�* ( x ) - h( x ) T
h( x ) -

u* ( x ) T
u* ( x ) + u

2
j ≤ 0

而 dV / dt = 0意味着h( x ( t) ) = 0。由{ f , h} 是局部

可检测的,可得lim
t→∞

x ( t ) = 0。由LaSal le不变原理知

闭环系统( 6) 渐近稳定。

　　另一方面

dV / dt + ‖z
j
‖

2
- �2

‖�‖2
=

　dV / dt + h
T
h + u

j T

u
j - �2‖�‖2≤
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　V x f + V xg1� + V xg2u +

　 1
4
 g2V xg2g

T
2 V

T
x + ‖u‖2 + h

T
h - �2‖�‖2 =

　V x f +
1

4�2V xg 1g
T
1V

T
x -

　
1
4

( 1 -  g2 ) V xg2g
T
2V

T
x + h

T
h +

　 u +
1
2

g
T
2V

T
x

2

- �� -
1
2�g

T
1V

T
x

2

当 u = u* ( x ) 时,则由定理 1的条件可知

dV / dt + ‖z
j
‖

2
- �2

‖�‖2
≤ 0

对上式两边积分得

V ( x ( T ) ) - V ( x ( 0) ) +

∫
T

0
(‖z

j
‖

2
- �2

‖�‖2
) dt≤ 0

从而有 ∫
T

0
‖z

j
‖

2
dt≤∫

T

0
�2
‖�‖2

dt □

3. 2　可靠控制器的参数化

解决非线性 H ∞可靠控制问题的一簇状态反馈

控制器构造如下

!
�

= f (!) + g1 (!) �* (!) +

　g2 (!) [ u* ( !) + c ( ∀) ]

∀
�

= a( ∀) + b( ∀) ( x - !)
u = u* ( x ) + c ( ∀)

( 7)

其中, !∈ R
n
和 ∀∈ R

q
定义在原点附近的邻域上;

a( ∀) , b( ∀) 和 c( ∀) 是具有合适维数的光滑函数, 且

a( 0) = 0, c( 0) = 0。问题是如何确定参数a( ∀) , b( ∀)
和 c( ∀) ,使得闭环系统( 1) 和( 7) 非线性 H ∞可靠控

制问题可解。

　　定理 2　设定理 1中的条件成立。如果存在定

义在R
2n+ q 中原点附近的光滑函数W ( x e) 关于( x -

!, ∀) 是正定的( W ( x e) > 0,当 x e = [ x T　x
T　0] T时

W ( x e) = 0) ,使得 Hamilton-Jacobi函数

H 2 ( x e) =

W x
e
f e( x e) + c ( ∀) T

c ( ∀) +

1
4�2W x

eg e( x e) g e( x e)
T
W

T
x
e +

1
2 W x

e

 g 2( x ) g2( x ) g2( x )
T

0 0

0 0 0

0 0 0

W
T
x
e ( 8)

关于( x - !, ∀) 是负定的 ( H 2( x e) < 0, 当 x e =

[ x T　x
T　0] T 时 H 2( x e) = 0) , 那么一簇控制器( 7)

可解决非线性 H ∞可靠控制问题。证明略。

　　定理2给出了解决非线性H ∞状态反馈可靠控

制问题的一个更一般的框架。从某种意义上说,除了

要满足定理2中的条件外, a( ∀) , b( ∀) 和c ( ∀) 并没有
规定。这些参数提供的自由度对于实现其它方面的

控制性能大有裨益。

3. 3　参数化可靠控制系统的可降阶性

虽然定理 2给出了一族解(不是全部解) , 但需

要解决2n + q维问题。如果下面的定理成立, 则可降

低 n维,变为解决 n + q 维问题。

　　定理 3　设定理 1中的条件成立且对于系统

#
�

∀
�

=
f ( # ) + g1 ( # ) �* ( # ) + g 2( # ) u* ( # )

a( ∀) + b( ∀) #
+

　　　
g1 ( # )

0
r

∃= c( ∀)

( 9)

其中 a( 0) = 0, c ( 0) = 0,存在定义在原点( # , ∀) =

( 0, 0) 附近某邻域上的光滑正定函数Q ( # , ∀) : R n×

R
q → R,使得 Hamilton-Jacobi函数

H 3( # , ∀) =

[ Q #　Q∀] ×

f ( # ) + g1 ( # ) �* ( # ) + g2 ( # ) u* ( # )

a( ∀) + b( ∀) #
+

1
4�2Q# ( g 1( # ) g1 ( # ) T +

2�2 g
2
( # ) g2( # ) g 2( # ) T ) QT

# + c( ∀) T
c( ∀) ( 10)

在( # , ∀) = ( 0, 0) 附近是负定的, 且其Hessian矩阵

在( # , ∀) = ( 0, 0) 处非奇异。那么一簇控制器( 7) 可

解决非线性H ∞可靠控制问题。

　　证明略。

4　结　　语

　　可靠控制具有重要的现实意义。本文基于非线

性H ∞ 理论, 研究了具有严格冗余执行机构的非线

性H ∞ 状态反馈可靠控制器的参数化问题, 构造出

一簇控制器,使得当有一个执行机构失效时, 闭环系

统仍渐近稳定且 L2 增益有限。所得结果为非线性

H ∞ 状态反馈可靠控制的综合提供了更深的视角,

有利于实现控制系统的其它性能。本文的缺点是只

允许有一个控制元件失效,优点是不需知道失效域。

事实上, 本文结果也可推广到有多个控制元件失效

的情况
[ 5]

, 但必须知道失效域。
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图 3　采用饱和函数的系统控制信号

　　　　　　ueq( x, t ) = - 5x 2
1 -

3
5

x
1/ 3
2 ( t)

　　　　　　k( x, t) = 5x 2
1 + 2 + ∀

设计参数∀选为0. 01。为了克服抖振现象, 对上述控

制策略进行平滑处理, 采用饱和函数取代开关函数。

　　计算机仿真结果如图 1～ 图 3所示。图 1为系

统的相轨迹, 可见系统实现了终端滑模控制;图 2为

系统的状态响应; 图 3为控制信号,可见抖振现象已

消除。可以看出仿真结果与理论分析是吻合的。

6　结　　论

　　本文提出一种全局非奇异终端滑模控制器,可

用于带有参数不确定和外部扰动的二阶非线性动态

系统。采用新的终端滑模超曲面,可得到全局非奇异

的终端滑模控制。文中证明了系统状态从任意初始

状态到达滑模面的时间和在滑模上到达平衡点的时

间均为有限,分析了 TSM 控制系统的稳态跟踪精

度问题, 推导了系统状态的稳态跟踪精度和用以消

除抖振的饱和函数宽度之间的数学关系。根据给定

的系统状态稳态跟踪精度指标,可设计出合适的饱

和函数消除抖振,并保证精度指标。
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