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非奇异终端滑模控制系统的设计方法
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摘　要: 提出一种全局非奇异终端滑模控制器,可用于带有参数不确定和外部扰动的二阶非线性系统。

证明了系统从任意初始状态到达滑模的时间和在滑模上到达平衡点的时间均为有限,分析了终端滑模

控制用于不确定性系统的跟踪精度,推导了系统跟踪精度和用于消除抖振的饱和函数宽度之间的数学

关系。根据给定的跟踪精度,可设计出合适的饱和函数。仿真结果证明了所提出方法的有效性。
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Abstract: A global non2singu lar term inal sliding mode con tro ller is p resen ted fo r second o rder non linear

dynam ic system s w ith param eter uncerta in ty and ex ternal distu rbance. By using a new term inal sliding

mode surface, a con tro l law w ith global non2singu larity is ob tained. Bo th the tim e to reach the sliding

mode surface from any in it ia l system state and the tim e to reach the equ ilib rium po in t w hen in the slid2
ing mode, are p roved to be fin ite. T he p rob lem of p recision in track ing is also exp lo red in the case that

term inal sliding mode con tro l is app lied to uncerta in dynam ic system s. A m athem atical rela t ionsh ip be2
tw een the w idth of the satu rat ion function and the resu ltan t p recision in track ing is fo rm ulated. By

specifying the p recision of track ing that is requ ired, an app rop ria te satu rat ion function to elim inate chat2
tering is designed. Sim ulation resu lts are p resen ted to validate the analysis.
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1　引　　言

　　变结构系统 (V SS)广泛应用于众多领域,如机

器人、飞行器、交直流电机、电力系统、过程控制等。

在变结构系统中,通过设计控制信号使系统状态保

持在滑模或其邻域内,系统的动态性能由所选取的

滑模来确定。当处于滑动状态时,系统响应会变得对

系统参数不确定和对外部扰动完全不敏感。但是,传

统V SS 的一个典型特点是系统状态在平衡点的收

敛是渐近的,而不是在有限时间内。

　　近年来,终端滑模 (T SM )控制器的研究引起了

人们的重视[1, 2 ]。它具有一些良好的特性,如系统状
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态能在有限时间内收敛,相对于传统线性滑模控制

器具有更高的稳态跟踪精度。但是,现有的 T SM 控

制器设计方法存在一个普遍的缺点, 即在 T SM 控

制中存在奇异区域[3, 4 ]。目前的解决方案通常是采用

间接的方法来避免奇异性。

　　本文提出一种全局非奇异终端滑模控制器,可

用于带有参数不确定和外部扰动的二阶非线性动态

系统。通过设计新的 T SM 超曲面,得到全局非奇异

控制。可以证明,从任意初始状态到达滑模面的时间

和在滑模上到达平衡点的时间均为有限。另外,由于

采用与传统滑模控制相似的设计原理, 在 T SM 控

制系统中仍然存在抖振。现有的消除抖振的方法是

用饱和函数代替开关函数,但是这样做会影响 T SM

系统的稳态跟踪精度。本文分析了用饱和函数代替

开关函数的 T SM 系统的稳态跟踪精度问题, 并推

导了跟踪精度和用来消除抖振的饱和函数宽度之间

的数学关系。该方法可根据给定的跟踪精度设计饱

和函数。仿真结果证明了所提出方法的有效性。

2　非线性系统的终端滑模控制

　　考虑如下带有不确定性的二阶非线性动态系

统

xα1 ( t) = x 2 ( t)

xα2 ( t) = f (x ( t) , t) + u ( t) + d ( t)
(1)

式中x ( t) = [x 1 ( t)　x 2 ( t) ]T , ûd ( t) û≤D ( t) 为外部

扰动,未知函数 f (x ( t) , t) 的估计值为 f
δ(x , t) ,满足

　û∃ f (x ( t) , t) û = û f (x ( t) , t) - f
δ(x ( t) , t) û ≤

F (x ( t) , t)

式中 F (x ( t) , t) 为已知函数。系统 (1) 的 T SM 超曲

面 s ( t) 设计如下

s ( t) = eα( t) + Βeqöp ( t) (2)

式中, e ( t) = x 1 ( t) - x d ( t) 为跟踪误差, x d ( t) 为给

定信号, Β > 0为设计常数, p 和 q为奇数,且满足

p = 2m + 1,　m = 1, 2,⋯ (3)

p > q (4)

令

e1 ( t) = e ( t) = x 1 ( t) - x d ( t) (5)

e2 ( t) = eα( t) = xα1 ( t) - xαd ( t) (6)

则式 (2) 的超曲面 s ( t) 可写成

s ( t) = e2 ( t) + Βeqöp
1 ( t) (7)

T SM 存在的充分条件为

1
2

d
d t

s2 ( t) < - Γûs ( t) û (8)

式中Γ> 0为常数。对于系统 (1) ,常用的控制形式为

　　　u ( t) = u eq (x , t) - k (x , t) sgn (s ( t) ) (9)

　　　u eq (x , t) = - f
δ(x , t) + xβd -

　　　　　　　 Β q
p

e
(q- p ) öp
1 ( t) e2 ( t) (10)

　　　k (x , t) = F (x , t) + D ( t) + Γ (11)

式中, u eq (x , t) 为等效控制, k (x , t) 为非线性增益。

将s ( t ) 微分 , 由式 ( 1 )～ ( 1 1 ) 得出 s ( t ) sα( t ) ≤

- Γûs ( t) û。因此, T SM 控制策略 (9) 可保证终端滑

模的存在。

　　注意:对系统 (1) 的 T SM 超曲面 s ( t) , T SM 控

制策略 (9) 中存在一些奇异区域。因为设计参数要

求 p > q,所以式 (10) 中 (q - p ) öp < 0。因此在系统

状态空间中 e1 ( t) = 0区域内, T SM 控制 (9) 出现无

穷大,即发生了奇异现象,这在系统设计中是不允许

的。

3　非线性系统的非奇异终端滑模
控制

　　为了克服上述传统 T SM 控制器的缺点, 本文

提出一种改进的 T SM 方法。取如下 T SM 超曲面

s ( t) = e ( t) +
1
Βeαp öq ( t) (12)

式中 1 < p öq < 2。式 (12) 中超曲面 s ( t) 可写成

s ( t) = e1 ( t) +
1
Βep öq

2 ( t) (13)

　　根据上述改进的 T SM 模型, 本文提出非线性

系统的非奇异终端滑模控制的定理如下:

　　定理 1　对于系统 (1) 和T SM 超曲面 (13) ,如

果 T SM 控制设计为

u ( t) = u eq (x , t) - k (x , t) sgn (s ( t) ) (14)

式中等效控制 u eq (x , t) 和非线性增益 k (x , t) 分别为

　u eq (x , t) = - f
δ(x , t) + xβd - Β q

p
eα2- qöp ( t) (15)

k (x , t) = F (x , t) + D ( t) + Γ (16)

则系统状态可在有限时间内到达 TSM 超曲面。

　　证明　对 T SM 超曲面 (13) 求导,有

　　sα( t) = eα1 ( t) +
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) eα2 ( t) =

　　e2 ( t) +
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) (xβ1 ( t) - xβd ( t) ) =

　　e2 ( t) +
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) (f (x , t) +

　　u ( t) + d ( t) - xβd ( t) )

将式 (14) 代入上式,可得
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sα( t) =
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) (∃ f (x , t) +

d ( t) - k (x , t) sgn (s ( t) ) ≤

-
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) Γ sgn (s ( t) )

　　现在证明从任意 e (0) 出发到达T SM 的时间有

限。为了简化证明过程,假设 s (0) > 0, e2 (0) ≥ 0。将

T SM 控制 (14) 代入系统 (1) ,得

eα2 ( t) = - Β q
p

e2- p öq
2 ( t) + ∃ f (x , t) + d ( t)

- (F (x , t) + D ( t) + Γ) sgn s =

- Β q
p

e2- p öq
2 ( t) + ∃ f (x , t) +

d ( t) - (F (x , t) + D ( t) + Γ) ≤

- Β q
p

e2- p öq
2 ( t) - Γ≤- Γ

由于 eα2 ( t) ≤- Γ, e2 ( t) 单调递减, 因此状态轨迹将

吸引到滑模平面 s ( t) = 0。为计算状态到达滑模平

面的最大时间,定义一个关于 e2 ( t) 的区域

8 = {e2 ( t) : s ( t) > 0∩ e2 ( t) =

-
1
2

p
Βq

Γ
qö(2q- p )

}
　　在系统的状态 e ( t) 从初始值 e (0) 到达 8 这一
过程中,系统的状态变量 eα2 ( t) 始终满足如下不等式

　　　eα2 ( t) ≤- Β q
p

e2- p öq
2 ( t) - Γ≤-

1
2

Γ

将上式从 t = 0到 t = tr1积分,可知系统状态将在有

限时间内到达 8 ,过程如下

∫
tr1

0
eα2 ( t) d t≤∫

tr1

0
-

1
2

Γ d t

则

e2 ( tr1) - e2 (0) ≤-
1
2

Γtr1

即

tr1 ≤ 2 (e2 (0) - e2 ( tr1) ) Γ

式中

e2 ( tr1) = -
1
2

p
Βq

Γ
qö(2q- p )

tr1 为系统状态到达 8 的时间。从 8 到 s ( t) = 0,有

sα( t) ≤-
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( t) Γ≤

-
1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( tr1) Γ= - Γ′

即

sα( t) ≤- Γ′
式中

Γ′= 1
Β

p
q

ep öq- 1
2 ( tr1) Γ

可知,从 8 到 s ( t) = 0的时间是有限的。

　　综上所述,从初始状态 e (0) 到 s (0) = 0的总时

间为

tr≤ tr1 + s ( tr1) öΓ′

式中

s ( tr1) ≤e1 (0) + e2 (0) tr1 -

1
4

Γt2
r1 +

1
Βep öq

2 ( tr1)

　　对于 s (0) > 0, e2 (0) < 0的情况,与上述从8 到
s ( t) = 0相同,系统状态到达 s ( t) = 0的时间为

tr≤ ûs (0) û Γ″

式中

Γ″= 1
Β

p
q

ep öq- 1
2 (0) Γ

　　至此, 在 s (0) > 0 情况下, 对于 e2 (0) ≥ 0 或

e2 (0) < 0,由初始状态到达滑模平面的时间均为有

限已得到证明。对于 s (0) < 0的情况,可得到类似结

论。因此,对初始状态不在滑模平面情况下, 即 s (0)

≠ 0,任意初始状态 e (0) 到达 T SM 面的时间为

　tr≤

2ûe2 (0) - sgn (s ( t) ) e2 ( tr1) û
Γ +

ûs ( tr1) û
Γ′

　　　　　e2 (0) sgn s (0) ≥ 0

ûs (0) ûöΓ″,　e2 (0) sgn s (0) < 0
　　为证明在 T SM 超曲面上, 状态到达平衡点时

间也为有限,现从文献[ 5 ] 给出如下引理:

　　引理 1　假设连续、正定函数V ( t) 满足微分不

等式

Vα( t) ≤- ΑV Γ( t) ,　t≥ 0 (17)

式中Α> 0, 0 < Γ< 1均为常数。则V ( t) 满足不等式

V 1- Γ( t) ≤V 1- Γ(0) - Α(1 - Γ) t

0≤ t≤ tr0 (18)

并且V ( t) = 0, Π t≥ tr0,有限时间

tr0 =
V 1- Γ(0)
Α(1 - Γ)

(19)

在终端滑模 s ( t) = 0上。由引理1可证明到达平衡点

的时间有限。定义L yapunov函数

V =
1
2

e2 ( t)

V 沿终端滑模对时间求导,有

　　　　　　Vα= e ( t) eα( t) =

　　　　　　 - e ( t) Βqöp eqöp ( t) = - ΑV Γ

式中

　　　　　　Α= 2 (qöp + 1) ö2Βqöp > 0
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　　　　　　Γ= (qöp + 1) ö2 < 1

　　由引理 1知,当 t≥ tr0 时, e ( t) = 0,且

　　tr0 =
V 1- Γ(0)
Α(1 - Γ) =

p
Βqöp (p - q) ûe (0) û (1- qöp ) □

4　非奇异 TSM 非线性系统的稳态
分析

　　系统处于稳态时, 由于数值计算误差, 或控制

中用连续的饱和函数代替开关函数,在TSM 超曲面

上存在一边界层S Υ。由文献[ 6 ]知,在S Υ外部可以保

证滑模的存在, 但在 S Υ内部则无法保证。情况最坏

时,系统的跟踪轨迹只到达 S Υ的边界, 这会对系统

的稳态特性产生重大影响。为此,本文提出关于非奇

异 T SM 系统的稳态跟踪精度的定理。

　　定理 2　对于系统 (1) 和T SM 超曲面 (13) ,如

果 T SM 控制策略 (14) 中的开关函数用饱和宽度为

Υ的饱和函数代替,则系统在 T SM 上的零阶和一阶

稳态跟踪精度分别为

ûe ( t) ûû t→∞ ≤ Υ (20)

ûeα( t) ûû t→∞ ≤ (2ΒΥ) qöp (21)

　　证明　对T SM 超曲面 (12) ,取L yapunov函数

V = ûe ( t) û ,对时间求导,得

Vα= eαsgn e = Βqöp (s - e) qöp sgn e =

Βqöp (s sgn e - ûeû ) qöp ≤- Βqöp (ûeû - ûsû ) qöp

显然,误差 e ( t) 收敛于边界层 ûsû ≤ Υ。因此有
ûs ( t) û ≤ Υ] ûe ( t) û ≤ Υ,　t→∞

可得系统在 T SM 上的一阶稳态跟踪精度为

ûeα( t) û = ûΒs ( t) - Βe ( t) û qöp ≤

(ûΒs ( t) û + ûΒe ( t) û ) qöp ≤ (2ΒΥ) qöp

即

ûs ( t) û ≤ Υ] ûeα( t) û ≤ (2ΒΥ) qöp

t→∞ □

　　根据定理 2,由给定的系统跟踪精度,便可设计

出用于变结构系统的合适的饱和函数。

5　仿真实例

　　以上已提出全局非奇异的 T SM 控制系统设计

方法, 证明了系统状态从任意初始值到达平衡点的

时间是有限的,并分析了不确定性动态系统在 TSM

时的稳态跟踪精度问题, 推导了系统状态的稳态跟

踪精度和饱和函数宽度之间的数学关系。现用仿真

实验来证明上面分析的有效性。

　　考虑如下二阶非线性系统

xα1 ( t) = x 2 ( t)

xα2 ( t) = Ηx 2
1 ( t) + d ( t) + u ( t)

式中,未知参数 Η的实际值为 Η= 4. 36。假设只知其

上限 Ηm ax = 10和下限 Ηm in = - 10,以及估计值 Ηδ=

5,则有

û f (x 1 ( t) , x 2 ( t) ) - f
δ(x 1 ( t) , x 2 ( t) ) û =

ûΗx 2
1 ( t) - Ηδx 2

1 ( t) û ≤

F (x 1 ( t) , x 2 ( t) ) = 5x 2
1 ( t)

外部干扰为

d ( t) = sin (Π t) - 0. 5co s (5Π t) +

　　　0. 5sin (10Π t)

ûd ( t) û ≤D = 2

系统初始值为 x 2 (0) = 0, x 1 (0) = 1。假设要求T SM

上的零阶和一阶稳态跟踪精度分别为

ûe (∞) û ≤ 0. 05,　ûeα(∞) û ≤ 0. 25

　　根据式 (20) 和 (21) ,可确定参数Β= 1, q = 3,

p = 5, Υ= 0. 05。由式 (13) ,可得到 T SM 超曲面

s ( t) = x 1 ( t) + x 5ö3
2 ( t) = 0

　　由定理 1,按式 (14) 设计控制策略,其中等效控

制 u eq (x , t) 和非线性增益 k (x , t) 分别为

图 1　采用饱和函数的系统相图

图 2　采用饱和函数的系统状态图
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图 3　采用饱和函数的系统控制信号

　　　　　　ueq (x , t) = - 5x 2
1 -

3
5

x 1ö3
2 ( t)

　　　　　　k (x , t) = 5x 2
1 + 2 + Γ

设计参数Γ选为 0. 01。为了克服抖振现象,对上述控

制策略进行平滑处理,采用饱和函数取代开关函数。

　　计算机仿真结果如图 1～ 图 3所示。图 1为系

统的相轨迹,可见系统实现了终端滑模控制;图 2为

系统的状态响应;图 3为控制信号,可见抖振现象已

消除。可以看出仿真结果与理论分析是吻合的。

6　结　　论

　　本文提出一种全局非奇异终端滑模控制器,可

用于带有参数不确定和外部扰动的二阶非线性动态

系统。采用新的终端滑模超曲面,可得到全局非奇异

的终端滑模控制。文中证明了系统状态从任意初始

状态到达滑模面的时间和在滑模上到达平衡点的时

间均为有限, 分析了 T SM 控制系统的稳态跟踪精

度问题,推导了系统状态的稳态跟踪精度和用以消

除抖振的饱和函数宽度之间的数学关系。根据给定

的系统状态稳态跟踪精度指标,可设计出合适的饱

和函数消除抖振,并保证精度指标。
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