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相空间划分与平衡点的分类
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摘　要: 首先对多饱和输入下控制系统的相空间进行划分,通过方程的形式给出了 Rn 空间中饱和非线

性的具体描述, 并分析了各区域间的位置关系; 然后对平衡点进行分类与比较, 所得结果丰富和发展了

平衡点的划分;最后研究了各类平衡点的等价判别准则。
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The phase space and the equilibrium points

of control system with saturated inputs
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Abstract: The phase space o f contr ol sy stems w it h saturat ed inputs is dealt with. Space structure of

cont ro l sy st ems w it h sat ur ated inputs is pr esented, and the position r elationship among interv als is

analyzed.　Based on the facts, 　different equilibrium points from the Lyapunov-type ones ar e

defined. F inally , the basic method to all kinds o f equilibrium po ints is presented.
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1　引　　言

　　有关线性系统在有界控制下达到零解全局渐近

稳定性问题已有许多结论,甚至将结论推广到非线

性系统及时滞系统 [ 1～9]。饱和现象是一种非常普遍

的物理现象, 存在于大量的工程问题中,例如在电力

系统的励磁机及原动机中均存在大量的饱和现象。

在以往的工程问题研究中,已有一些关于界的作用

的结果,例如文献[ 1]用区间端点矩阵来判定饱和系

统的稳定性。该文在处理开环系统不稳定时, 指出系

统在达到饱和时存在平衡点问题,但对平衡点未作

讨论。

　　本文在上述文献的基础上,对多饱和系统的空

间结构进行探讨, 在这种结构下对平衡点的空间分

布规律重新进行定义与分类, 初步论证了平衡点的

一些基本特点, 并对平衡点分布规律给出了等价判

别准则。本文的意义在于丰富和发展了平衡点的划

分方法,同时明确了饱和非线性系统的空间结构。
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2　问题阐述

　　考虑文献[ 1～ 3] 中连续控制系统

x
�( t) = A x ( t ) + B u( t)

y = C
T
x ( t)

u s = sat ( - K x )

( 1)

其中, x ∈ R
n 是状态变量, y ∈ R 是输出变量, u s ∈

R
1 是控制输入变量, A , B, C, K 是具有相应维数的

常数矩阵,且假设整个系统是最小实现的。

　　可控输入 u s 表现为下列方式

sat ( - K x ) =

u lim, 　　 - K x ≥u lim

- K x , 　�K x � < ulim

- u lim, 　 - K x ≤- ulim

( 2)

文献[ 1～ 3] 对饱和函数项作如下处理

u s = - �( x ) K x ( 3)

�( x ) =

　1,

ulim

�K x � ,
　
� - K x � < ulim

� - K x � ≥ ulim

( 4)

文献[ 1, 3] 依据有关定理将系统( 1) 转化为

x
�( t) = ( A - �BK ) x ( t ) ( 5)

其中�= 0和�= 1对应区间矩阵 A - �B K 的两个

端点。

　　对于 M IMO 系统

x
�( t) = A x ( t ) + B u( t)

y ( t) = Cx ( t)

u = [ us , 1　u s, 2　⋯　us, m]

u s, i = sat ( - K ix ( t) ) ,　i = 1, 2,⋯, m

( 6)

其中, x ∈R
n
是状态变量, y ∈R 是输出变量, u s, i∈

R
1是第 i项控制输入变量,且有 �u s, i� ≤u lim, i , A , B,

C, K 是具有相应维数的常数矩阵,且假设整个系统

是最小实现的。

　　文献[ 1～ 3] 利用同样方法将 M IM O 系统( 6)

转化为

x
�( t) = ( A - BG �0K ) x ( t )

y ( t) = Cx ( t )
( 7)

其中G �0表示主对角线上只取 1或 0,其余均为 0的

对角阵。

　　利用文献[ 1] 对饱和非线性分析的变化规律,

可以得到一些特殊的点。

　　例 1　对于饱和系统

x
�=

- 1 1 0

0 - 0. 5 1

0 0 - 0. 1

x +

0

0

1

u s ( 8)

其中 �us� < 5,状态反馈律 u s 为

u s =

5, 　 - [ 0. 1　0. 3　1. 2] x ≥ 5

- [ 0. 1　0. 3　1. 2] x ,　�us� < 5

- 5, 　 - [ 0. 1　0. 3　1. 2] x ≤ 5

对于点 x eq1 = 0, x eq2 = [ 10 0　1 00　50 ] T , x eq3 =

[ - 100　 - 100　 - 50] T ,分别满足下述方程

x
�( t ) = ( A - B K ) x ( t)

x�( t ) = A x ( t) + Bu lim

x
�( t ) = A x ( t) - Bu lim

　　文献[ 1～ 3] 对这些平衡点如何影响系统的稳

定性未作解释。下面主要考虑这种现象。

3　饱和系统相空间的划分及平衡点

的分类

　　按照饱和现象的物理意义及几何意义,将SISO

系统( 1) 转化为如下系统

x
�( t ) = ( A - �BK ) x ( t ) + �*

Bu lim

y = Cx ( t)
( 9)

其中, �取为 0或 1, �* 为 �的派生数,其变化规律如

下:当 �= 0时, �*
的取值为 1或 - 1;当 �= 1时,

�*
的取值为 0。进一步,若 A - B�K 可逆,则容易得

到

x eq = - �* ( A - �BK ) - 1
Bu lim ( 10)

其限值规律为

　

( �, �* ) = ( 0, 1)� - K x - ulim≥ 0

( �, �*
) = ( 0, - 1)� - K x + ulim ≤ 0

( �, �* ) = ( 1, 0)� � - K x � < u lim

( 11)

它将全空间分成 3部分, 分别记为 D 0, 1 , D 0, - 1, D 1, 0 ,

其意义为

D 0, 1 = { x � - K x ≥ u lim}

D 0, - 1 = { x � - K x ≤- u lim}

D 1, 0 = { x �� - K x � < u lim}

　　按照上述做法,将 M IMO 系统( 6) 转化为下述

系统

x
�( t) = ( A - B K ) x ( t ) + B *

u lim

y = Cx ( t )
( 12)

其中,  表示主对角线为1或0,其余均为0的对角矩

阵,  * 为  的派生矩阵。(  ,  * ) 在主对角线( i, i )

上的变化规律如式( 11) 所示。对于  ,有 2
m
种变化;

对于某个 (其对角线有 l个0) ,  * 有C
i
m  2i种可能

的变化;对于所有的(  ,  * ) ,则有

C
0
m + C

1
m  2

1
+ C

2
m  2

2
+ ⋯ + C

m
m  2

m
= 3

m

( 13)

种可能性。即将全空间划分成 3
m
个区域。相应地, 对
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于每个区域,系统( 6) 都有其具体的方程形式。从上

述方程可以得到下列事实: 方程( 6) 很容易转化成

方程( 12) , 但方程 ( 12) 并不代表方程( 6) ; 若用式

( 11) 来解释方程( 12) ,则方程( 6) 与方程( 12) 是一

致的。

　　为叙述方便,现给出如下定义。

　　定义1　对于系统( 6)或( 12) ,若 在主对角线
第 l 1, l 2,⋯, lp 项的元素为 0,其余均为 1, p ≤ m ,则

称  具有饱和序 l1 , l2 ,⋯, lp。

　　显然,对于  具有饱和序 l 1, l 2, ⋯, l p ,则  * 有

2
p
种可能性。特别是当  = I 时,有  *

= 0; 当 =

0时,有 *
= diag(±1,⋯, ±1)共2

m
种可能性。即

全部对角线元为 0与± 1的矩阵系为  , 则有  ∈
 , 且  与  * 非一一对应。

　　定义2　对于系统( 12) ,由于(  ,  * ) 将整个空

间划分成 3m个区域,记为 D  ,  * ,其几何意义为

D  ,  * =

x

� - K ix � < u lim , i,　i = l1 , l2 ,⋯, lp

- K j x ≥ ulim, j ,　j = lp + 1, ⋯, l p + r

- K z x ≤- ulim , z , 　z = lp + r+ 1 ,⋯, lp + r+ k

　　　　　p + r + k = m

　　定义 3　对于多饱和输入( 6) (单饱和输入( 1) )

系统,若区域 D  
1
,  *

1
和 D  

2
,  *

2
有公共面(仅单输入二

阶系统时为线) ,且

inf
x

1
∈D  

1
,  *

1
, x

2
∈D 

2
, *

2

d ( x 1, x 2) = 0

其中 d(  ,  ) 表示两点间的距离。则称它们是相邻
的;否则称为相间的。

　　显然, D I , 0和 D 0, I 是相邻的。在例 1中, D I , 0与

D 0, - I 或 D 0, I 是相邻的, D 0, - I 与 D 0, I 是相间的。

　　以下用[  ,  ]表示 *
1 和 *

2 在主对角线同一位

置上的两个数。

　　基于上述定义及空间区域的划分规律, 可以得

到如下定理:

　　定理1　1) 除了 = I 外,  派生的区域是相间
的,另外 D I , 0与其它任意区域均相交;

　　2) 对于两个不同的饱和序,若它们只有一个位

置不同, 其派生阵饱和对分别为[ 0, 1] , [ 0, - 1] ,

[ 1, 0] , [ - 1, 0] 之一时,则其位置关系是相邻的;若

其派生阵至少有一饱和对为[ 1, - 1] , [ - 1, 1] 之

一时,则其位置关系是相间的;

　　3) m 个饱和输入(相互线性无关) 将全空间分

成 3
m
个区域,则任意两个区域的交集为空集。

　　下面考虑有关饱和系统平衡态的基本问题。对

于系统( 12) ,若矩阵 A - B K 可逆, 则有

x eq,  ,  * = - ( A - B K ) - 1
B *

ulim ( 14)

　　定义 4　1) 对于系统( 12) 和( 14) ,若 x eq,  ,  * ∈

D  ,  * , 则称 x eq,  ,  * 为系统( 12) 的真实平衡点;若矩

阵( A - B K ) 是稳定的(不稳定的) , 则称 x eq,  ,  *

为系统( 12) 的真实稳定(不稳定) 平衡点;

　　2) 对于系统( 12) 和( 14) ,若 x eq,  ,  * � D  ,  * ,

则称 x eq,  ,  * 为系统( 12) 的伪平衡点;若矩阵( A -

B K ) 是稳定的(不稳定的) , 则称 x eq,  ,  * 为系统

( 12) 的伪稳定(不稳定) 平衡点。

　　定理2　对于系统( 12 )和( 1 4) , 若 x eq,  ,  * =

- ( A - B K )
- 1

B *
u lim是稳定的(不稳定的) 真实

平衡点, 则有 x eq,  , -  * = ( A - B K )
- 1

B *
ulim是稳

定的(不稳定的) 真实平衡点;特别是 x = 0一定是

真实 平 衡 点。同 理, 若 x eq,  ,  * = - ( A -

B K )
- 1

B *
ulim 是稳定的(不稳定的) 伪平衡点, 则

有 x eq,  , -  * = ( A - B K ) - 1
B *

ulim也是稳定的(不

稳定的) 伪平衡点。

　　证明由定义 2易得,此略。

　　对于伪平衡点, 利用定义4及Lyapunov基本定

理,可得如下定理:

　　定理 3　对于饱和系统( 6) 或( 12) ,假定 A -

B K 可逆, 若 x eq,  ,  * 为稳定的伪平衡点,则存在P
T

= P > 0及 x 0, x ( t, t i, x 0 ) ∈ D  ,  * , 使得

( x ( t , ti, x 0) - x eq,  ,  * )
T
( ( A - B K )

T
P +

P( A - B K ) ) ( x ( t, t i, x 0 ) - x eq,  ,  * ) ( 15)

为负。另外, 若 x 0, x ( t, ti , x 0 ) ∈ D  ,  * , 则有 !T i <

∞, 其中 !T i = T i+ 1 - T i, t∈ [ T i , T i+ 1]。换言之,

x ( t, t i, x 0 ) 在有限时间内可以达到边界。

　　 证明　 若 x eq,  ,  * 为稳定的伪平衡点, 则根据

伪平衡点的定义, 对区域 D  ,  * , 必有 x eq,  ,  * �
D  ,  * 。由于矩阵 A - B K 渐近稳定, 故存在 P

T =

P > 0及 x 0, x ( t, t 0, x 0 ) ∈ D  ,  * , 使得

( x ( t , ti, x 0) - x eq,  ,  * )
T
( ( A - B K )

T
P +

P( A - B K ) ) ( x ( t, t i, x 0 ) - x eq,  ,  * )

为负。另外, x ( t , ti, x 0) 必在有限时间内可以达到边

界。若不然, 则至少存在一个 x 0 ∈ D  ,  * ,使得 x ( t ,

t 0, x 0) ∈ D  ,  * , t≥ t0。于是有

lim
t→∞

x ( t , t0 , x 0) = - ( A - B K )
- 1

B *
K

这与 x eq,  ,  * � D  ,  * 相矛盾, 所以有 !T i < ∞。□

　　从上述定理可以得到如下推论:

　　推论 1　若 x eq,  ,  * 为系统( 6) 的稳定真实平衡

点,则 x eq,  ,  * 是 D  ,  * 对应方程的平衡点,且其具有

第 2 期 郭树理等:饱和输入下连续控制系统的相空间划分与平衡点的分类 137



吸引性;若 x eq,  ,  * 是系统( 6) 稳定伪平衡点,则一定

存在  ≠  
-

, 使得 x eq,  ,  * ∈ D  -,  -* , 但 x eq,  ,  * 在

D  - ,  -* 中一定非 D  - ,  -* 对应方程的平衡点,且其不具

有吸引性。

　　对于 M IMO 饱和系统( 6) 或( 12) ,且有式( 14)

成立,则存在下述等价判别准则:

　　等价判别准则 　 对于任意的平衡点 x eq,  ,  *

= - ( A - B K )
- 1

B *
u lim, 下列不等式

�eiK ( A - B K )
- 1

B (  1 -  2) u lim� < ulim , i

　　　　　i = l1 , l 2,⋯, lp

e jK ( A - B K ) - 1
B (  1 -  2) u lim ≥ ulim, j

　　　　　j = lp + 1 ,⋯, l p+ r

e z K ( A - B K ) - 1
B(  1 -  2 ) ulim≤- ulim , z

　　　　　z = lp + r+ 1 ,⋯, l p + r + k

　　　　　p + r + k = m

( 16)

其中, ei ( i = 1, 2, ⋯, m) 表示第 i个元素为 1的单位

向量;  ,  1,  2 为对角阵,  1 表示主对角线第 lp + 1,

⋯, l p+ r 为1,其余元素均为0的m×m矩阵;  2表示

主对角线第 l p+ r + 1, ⋯, l p+ r + k为1,其余元素均为0的

m×m矩阵;  +  1 +  2 = I m×m。若式( 16) 均成立,

则平衡点为真实平衡点; 反之亦然。当式( 16) 中的

不等式至少有一个关于 i , j , z 不成立时,则平衡点为

伪平衡点;反之亦然。

　　证明　根据系统( 12) 及( 14) 的关系, 有

　 - K ix eq,  ,  * = eiK ( A - B K ) - 1
B *

ulim ( 17)

由于  的饱和序为 l1 , l 2,⋯, lp , 其派生阵  * 是第

lp + 1, ⋯, lp + r 为1, 第 l p+ r + 1,⋯, lp + r+ k 为- 1,其余元

素均为 0的 m × m 矩阵,故有  * =  1 -  2。根据

定义 2关于 D  ,  * 的定义, 若 x eq,  ,  * ∈ D  ,  * , 则必

有

� - K ix eq,  ,  * � < ulim, i ( 18)

成立。同理, 可证明其它两个不等式; 反之, 若

x eq,  ,  * 满足式( 16) ,则其必满足定义2, 即x eq,  ,  * ∈

D eq,  ,  * 。若 x eq,  ,  * � D  ,  * ,则至少存在一个 i, j , z ,

使得式( 16) 至少一个不等式不成立, 即必有定义 2

不成立,亦即 x eq,  ,  � D  ,  * 。而这是不可能的。□

4　结　　语

　　本文通过对非线性饱和系统的研究,明确了饱

和系统的空间结构, 同时尝试用“0, 1”语言来描述其

动力结构,并在这种动力结构下对平衡点进行分类。

本文丰富和发展了平衡点的划分方法, 同时明确了

饱和非线性系统的空间特殊结构形式。与其它非线

性动力系统相比, 饱和非线性系统具有如下本质特

点:由于伪平衡点的存在性,使饱和系统不同于一般

的非线性系统多平衡态问题; 由于非零真实平衡点

的存在性, 使饱和系统不同于一般滑模系统或多模

态系统的运动规律。
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