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不完全柔性制造系统的最优控制
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(浙江大学 工业控制技术研究所,浙江 杭州 310027)

摘　要: 考虑具有随机需求的不完全柔性制造系统的最优控制,系统在各种产品间的切换时间是不可

忽略的。运用马尔可夫最优决策过程归纳方法,导出机器服务率的最优控制策略。通过分析最优值函数

的性质,证明最优策略具有简单的阈值结构 ,从而可得到次优生产策略——阈值控制策略。
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Optimal control of partially flexible manufacturing systems

K ON G Ya-guang, SUN You-x ian

( Institute of Industr ial Contr ol Technolog y , Zhejiang Univ ersit y, Hang zhou 310027, China)

Abstract: T he optimal contr ol policy of a par tially flexible manufacturing system w it h random demand

is studied. The switching tim e fr om one par t type to the o ther can no t be omitted. T he opt imal contro l

po licy of ser vice r ate is der iv ed fr om M arkovian opt imal decision pro cess fo rmulation. By invest ig ating

t he pr oper ty of the optimal value function, the optimal po licy is shown to be o f simple hedg ing point

str uctur e, and sub-optimal contr ol policy——hedging point cont ro l is t hen obt ained.
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1　引　　言

　　如何控制生产过程,使得系统尽量满足产品需

求,同时保持尽量少的产品库存,是生产规划和管理

中的重要问题。而制造系统通常并不具备完全柔性,

两种产品之间的切换具有一定的配置时间和费用。

称这种情况下的最优控制问题为配置问题。

　　Sharifnia[ 1]等研究了单台机床下的配置问题,

提出可利用库存/欠缺阈值来决定切换曲线的反馈

策略。Srivastan 和 Gerchw in
[ 2]
扩展了这一思想,提

出当切换频率不同时寻找阈值的一种方法。Sher -

man
[ 3] 等研究了在常需求情况下的最优配置问题,

通过仿真指出最优策略是一个阈值策略,并分析了

在生产力限制下需求的可行性条件。Song
[ 4]利用一

致化转移方法解决了随机需求下完全柔性制造系统

的最优控制策略。本文则基于一致化转移方法来解

决随机需求下的配置问题。

2　问题归纳

　　 考虑只有一台不可靠机床生产两种产品的制

造系统。系统必须满足各种产品的随机需求, 假设系

统的随机事件具有 Markov 性, 即产品需求是批量

到达的, 且对第 j 种产品的需求间隔时间服从参数

为�j的指数分布。该机床对第j类工件的加工时间
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服从参数为 �j 的指数分布,其中服务率 �j 是控制变
量, 当机床正常时, 它可在[ 0, �-] 间任意调整。工作
站具有 Markov 的故障和修复过程, 其故障率和修

复率分别为  和 !。机床并不具有完全的柔性, 其切

换到第 j 种产品的时间为∀j。X ( t) = ( x 1 ( t) , x 2( t ) ) ,

其中 x j ( t ) 为第 j 类工件在 t时刻的生产累积量和需

求累积量之差。显然 x j ( t ) ∈ Z, 正值表示该类产品

有库存,负值表示该类产品有欠缺。

　　令#( t) 为机床在 t时刻的状态, #( t ) = 1表示处

于正常状态, #( t ) = 0表示处于故障状态。U ( t ) =

(�1( t ) , �2( t ) ) 为机床在 t时刻的生产率向量,机床在

同一时刻只能生产一种产品。∃( t ) = ( ∃1 ( t ) , ∃12 ( t) ,
∃21 ( t) , ∃2( t) ) 表示机床在 t时刻的配置状态,且满足

∃1 ( t) + ∃2( t ) + ∃12( t) + ∃21 ( t) = 1。∃i ( t) = 1表示

已做好准备生产第 i种工件, ∃ij ( t ) = 1表示机床正

处于从第 i种产品切换到第 j 种产品的过程中。则容

许控制集 % = {U : 0≤ �i ≤ �-∃i, i = 1, 2}。

　　 我们的目标是寻找最优服务率分配策略

U
* ( t ) ,使得费用函数达到最小,即

J ( X 0, #0 ) = min
u∈%

E
u

{∫
∞

0
e
- &t

g( X ( t) ) dt�

X ( 0) = X 0, #( 0) = #0} ( 1)

其中, &> 0是折扣因子, g( �) 是库存和欠缺的惩罚
函数。

　　显然系统是事件驱动的。这里有4类事件: 服务

完成事件A i ;需求到达事件 D i;机器修复事件T 0 ;机

器故障事件 T 1。

　　利用 Bertsekas提出的一致化技术, 将上述具

有不同转移率的连续时间最优决策问题转化成等价

的具有一致化转移率的离散时间最优决策问题。令

一致化转移率为

V
- = �-+  + !+ ∑

2

j = 1

�j ( 2)

并令 0 = t0 < t 1 < ⋯ < t n < ⋯为离散状态转移时

刻,从而可将上述连续时间模型转化为离散时间模

型

J ( X 0, #0 ) = min
u∈%

1
&+ V

-∑
∞

k= 0
∋kE[ g( X ( tk ) ) ]

( 3)

其中

∋= Ee- &( =∫
∞

0
e- &(V-e- V

-

d(= V-

&+ V
- ( 4)

令

　　　　J k( X , #) =

　　　　 min
U∈%

E
U ∑

k

j = 0
∫

t
j+ 1

t
j

e
- &t

g ( X ( t ) ) dt ( 5)

对于给定的策略 u ∈ % , 单步转移概率函数
p ( y � ( �) , u) 如下
p ( y � ( X , #) u) = �i / V- , y = ( A iX , #) , i = 1, 2

p ( y � ( X , #) , u) = �i / V- , y = ( D iX , #) , i = 1, 2

p ( y � ( X , #) , u) =  / V- , y = ( X , T 0#) , #= 1

p ( y � ( X , #) , u) = !/ V- , y = ( X , T 1#) , #= 0

p ( y � ( X , 1) , u) = 1 -  + ∑
2

i= 1
(�i + �i) / V-

　　　　　　　y = ( X , 1)

p ( y � ( X , 0) , u) = 1 - !+ ∑
2

i= 1
(�i + �i) / V-

　　　　　　　y = ( X , 0)

　　系统在各种产品间的切换需要一定时间, 在切

换期间控制不发生作用。为此,引入状态 k 表明系统

当前处于切换的何种阶段。为方便起见,不妨设 K j

= ∀jV- , j = 1, 2。k值的意义如下: 1≤ k≤K 1表示系

统处于从第 2种产品切换到第 1种产品的第 k 个转

移时刻; k = K 1表示机床正在生产第 1种产品; K 1

+ 1≤ k < K 1 + K 2表示系统处于从第 1种产品切

换到第 2种产品的第 k - K 1个转移时刻。

　　假设 &+ V
- = 1,从而可得如下递推方程:

　　当 ∃12 + ∃21 = 1时

J t+ 1 ( X , #, k) =

g ( X ) + !J t( X , T 1#, k + 1) l {#= 0} +

 J t ( X , T 0#, k + 1) l{ #= 1} +

∑
2

i= 1
�iJ t ( D iX , #, k + 1) + (�-+

 l {#= 0} + !l {#= 1} ) J t( X , #, k + 1)

　　当 ∃1 + ∃2 = 1时

J t+ 1( X , #, k) =

g( X ) + m in{ J t( X , T 0#, k ) l{ #= 1} +

∑
2

i= 1
�iJ t( D iX , #, k ) + !J t ( X , T 1#, k ) l {#= 0} +

(�-+  l {#= 0} + !l {#= 1} ) J t( X , #, k) +

min
U∈%∑

2

i= 1
�i( J t ( A iX , #, k ) - J t( X , #, k) ) ,

∑
2

i= 1
�iJ t( D iX , #, k + 1) +  J t ( X , T 0#, k +

1) l {#= 1} + (�-+  l {#= 0} +

!{#= 1} ) J t ( X , #, k + 1) +

!J t( X , T 1#, k + 1) l {#= 0} }
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　　上述离散动态规划问题很容易求解,从而原先

的配置问题便可解决。

3　次优控制策略

　　当 k = K 1或 k = K 1 + K 2时,令

V t+ 1( X , #, k + 1) =

g ( X ) + !J t( X , T 1#, k + 1) l {#= 0} +

∑
2

i= 1
J t( D iX , #, k + 1) +  J t( X , T 0#, k +

1) l{ #= 1} + ( �-+  l{ #= 0} +

!l {#= 1} ) J t ( X , #, k + 1)

V t+ 1( X , #, k) =

g ( X ) + !J t( X , T 1#, k) l {#= 0} +

∑
2

i= 1
J t( D iX , #, k ) +  J t( X , T 0#, k) l {#= 1} +

( �-+  l{ #= 0} + !l {#= 1} ) J t ( X , #, k ) +

m in
U∈%∑

2

i= 1
�i ( J t( A iX , #, k) - J t ( X , #, k ) )

易知当 t→∞时, V t+ 1 ( X , #, k ) 收敛。不妨设
lim
t→∞

V t+ 1 ( X , #, k) = V ( X , #, k)

　　定理 1

　　1) V ( X , 1, K 1) - V ( X , 1, K 1 + 1) 随 x 1递增,

随 x 2递减;

　　2) V ( X , 1, K 1 + K 2 ) - V ( X , 1, 1) 随 x 1递减,

随 x 2递增。

　　定理 2

　　1) J ( A 1X , 1, K 1 ) - J ( X , 1, K 1) 随 x 1和 x 2递

增;

　　2) J ( A 2X , 1, K 1 + K 2) - J ( X , 1, K 1 + K 2) 随

x 1和 x 2递增。

　　证明 　首先利用数学归纳法证明定理 1 和定

理 2之 1)。可知当 k = 0时,对于 � 1≤ k ≤ K 1 +

K 2, #∈ { 0, 1} ,有 J t ( A 1X , #, k ) - J t( X , #, k) 随 x 1

和 x 2递增, J t( X , #, k) - J t( X , #, K 1) 随 x 1递减,随

x 2递增。

　　在 t时刻,对于� 1≤ k≤K 1 + K 2, #∈ { 0, 1} ,

有 J t( A 1X , #, k ) - J t( X , #, k) 随 x 1 和 x 2 递增,

J t( X , #, k ) - J t( X , #, K 1 ) 随 x 1递减, 随 x 2递增。当

T = t + 1时,有

J t+ 1( A 1X , 1, K 1 ) - J t+ 1 ( X , 1, K 1) =

min( V t+ 1( A 1X , 1, K 1 + 1) , V t+ 1 ( A 1X , 1, K 1) ) -

min( V t+ 1( X , 1, K 1 + 1) , V t+ 1 ( X , 1, K 1) ) =

1)  ( J t( A 1X , 0, K 1 + 1) - J t( X , 0, K 1 + 1) ) +

　∑
2

i= 1
�i ( J t( A 1D iX , 1, K 1 + 1) - J t( D iX , 1,

　K 1 + 1) ) + (�-+ !) ( J t( A 1X , 1, K 1 + 1) -

　J t( X , 1, K 1 + 1) ) + g ( A 1X ) - g( X )

2) g( A 1X ) - g ( X ) +  ( J t ( A 1X , 0, K 1) -

　J t( X , 0, K 1) ) + ∑
2

i= 1

�i ( J t( A 1D iX , 1, K 1 ) -

　J t( D iX , 1, K 1 ) ) + (�-+ !) ×
　( J t( A 1X , 1, K 1 ) - J t( X , 1, K 1) )

3) 奇异情况,可由导函数连续证明

　　显然, g( A 1X ) - g( X ) 随 x 1和 x 2单调递增。上

式中各子式均随 x 1和 x 2单调递增, 故可知在 t + 1

时刻,上式左边也随 x 1和 x 2单调递增。

　　同理, 可证明当 1≤ k ≤ K 1 + K 2 , #∈ { 0, 1}

时, J t+ 1 ( A 1X , #, k) - J t+ 1( X , #, k) 随 x 1 和 x 2单调

递增。从而定理得证。□

　　根据上述引理,可知控制策略具有如下开关曲

线

s1( x 2) = max { x 1 : V ( X , #, k) -

　　　　V ( X , #, k + 1) ≤ 0} ,　∃1 = 1

s2( x 1) = max { x 2 : V ( X , #, k) -

　　　　V ( X , #, k + 1) ≤ 0} ,　∃2 = 1

　　推论 1　开关曲线 s1( x 2) 和 s2 ( x 1 ) 是单调递增

函数。

　　证明由定理 1可得。

　　推论 2

　　1) 当 ∃1 = 1时, � h1 , h2使

V ( h1 , h2 , 1, k ) - V ( h1, h2 , 1, k + 1) > 0

　　2) 当 ∃2 = 1时, � z 1 , z 2使

V ( z 1, z 2 , 1, k ) - V ( z 1, z 2 , 1, k + 1) > 0

　　证明(反证法)　假设当 ∃1 + ∃2 = 1时,� x 1 ,

x 2均有

( x 1, x 2, 1, k) - V ( x 1, x 2 , 1, k + 1) ≤ 0

即在整个空间上, 只要机床一开始生产第 i种产品,

则在以后将一直生产该产品。从而表明这是一个无

切换的过程,可得

J ( X , 1, K 1 ) =

∑
2

i= 1

�iJ ( D iX , 1, K 1 ) +  J ( X , 0, K 1) +

(�- + !) J ( X , 1, K 1) +

min
U∈%∑

2

i= 1

�i( J ( A iX , 1, K 1) -
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　J ( X , 1, K 1) ) g ( X ) + g( X )

　J ( X , 1, K 1 - 1) =

　∑
2

i= 1
�iJ ( D iX , 1, K 1) +  J ( X , 0, K 1 ) +

　(�-+ !) J ( X , 1, K 1 ) +

　min
U∈%∑

2

i= 1
�i ( J ( A iX , 1, K 1 ) - J ( X , 1, K 1) ) + g( X )

则得 J ( X , 1, K 1 - 1) = J ( X , 1, K 1) ,可以递推得到

J ( X , 1, K 1 ) = J ( X , 1, 1) ,从而有

J ( X , 1, K 1) > J ( X , 1, K 1 + K 2) ,　� X

同理可得

J ( X , 1, K 1 + K 2 ) > J ( X , 1, K 1) ,　� X

　　显然上述两式矛盾,从而命题得证。□

　　推论 3

　　1) 当 x 2→- ∞时, s1 ( x 2) 收敛于一整数;

　　2) 当 x 1→- ∞时, s2 ( x 1) 收敛于一整数。

　　证明　由推论 1知,对 � x 2≤ h2 ,有 s1 ( x 2 ) ≤

s1( h2) ,而 s1( x 2) 是单调函数,从而知其必收敛。推论

得证。□

　　定义 1

s3 ( x 1) = min{ x 2: V ( X , #, K 1 ) -

V ( X , #, K 1 + 1) ≤ 0}

s4 ( x 2) = min{ x 1: V ( X , #, K 1 + K 2 ) -

V ( X , #, K 1 + K 2 ) ≤ 0}

　　同理,当 x 1→+ ∞时,开关曲线s3 ( x 1) 收敛;当

x 2→+ ∞时, 开关曲线 s4( x 2) 收敛。

　　定义 2　

s5 ( x 2) = max{ x 1: J ( A 1X , 1, K 1) -

J ( X , 1, K 1) ≤ 0}

s6 ( x 1) = max{ x 2: J ( A 2X , 1, K 1 + K 2 ) -

J ( X , 1, K 1 + K 2 ) ≤ 0}

　　类似于推论 1～推论 3, 可得如下结论:

　　推论 4　 开关曲线 s5( x 2 ) 和 s6( x 1 ) 单调递增。

　　推论 5

　　1) � p 1 , p 2使

J ( p 1 + 1, p 2, 1, K 1 ) - J ( p 1, p 2, 1, K 1 ) > 0

　　2) � q1, q2 使

J ( q1 , q2 + 1, 1, K 1 + K 2 ) -

J ( q1 , q2, 1, K 1 + K 2 ) > 0

　　推论 6

　　1) 当 x 2→∞时, s3 ( x 2 ) 收敛于一非负整数;

　　2) 当 x 1→∞时, s4 ( x 1 ) 收敛于一非负整数。

　　至此, 我们得到了最优策略的阈值结构特征。

该特征与完全柔性系统具有相同的结构,从而可得

到与完全柔性系统相似的次优控制策略。

4　结　　论

　　本文通过分析,得到考虑配置时间的不可靠制

造系统的次优生产策略, 该策略是简易可行的。这里

只考虑单台机床生产两种产品的情况, 事实上在生

产多种产品的情况下,可将其转化为生产两种产品

的问题,因而本文的结论具有普遍意义。
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