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摘　要: 对直接自适应调节律的性质进行分析。在一定的条件下, 证明了该调节律具有最省“能量”性

质,并证明在直接自适应调节律的作用下, 系统的输出将收敛到希望的输出值, 而且相应的控制变量序

列也是收敛的。
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Abstract: P roper ties o f t he dir ect adaptiv e r egulato r ar e analyzed. It has been proved that the regulato r

has the property of minimum energ y under some conditions. The out put o f the sy stem can converg e to

an expected value of output and the sequence o f contr ol vecto r is also converg ence under the action of

t he dir ect adaptive r egulator .
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1　引　　言

　　文献[ 1] 考虑了离散时间非线性系统的自适应

调节律的设计问题, 给出了该调节律的动态线性化

设计途径。具体说,文献[ 1] 考虑了系统S, 假定它的

时滞为 1, 可由下述模型描述

y ( k) = f [ Y
k- p
k- 1 , u( k - 1) , U

k- m
k- 2 , �( k) , k ] ( 1)

其中, y ( k ) 是一维输出, u( k) 是 n 维输入, k 是离散

时间, �( k ) 是模型参数(可能是未知的) , f [�] 是非
线性函数,而

Y
k- p
k- 1 = [ y ( k - 1) , y ( k - 2) ,⋯, y ( k - p ) ]

U
k- m
k- 2 = [ u( k - 2) , u( k - 3) ,⋯, u( k - m) ]

　　关于自适应调节律设计的动态线性化途径, 由

下述算法组成:

　　1) 伪梯度向量 �( k ) 满足方程
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　　　　　y ( k ) - y ( k - 1) =

　　　　　�( k )  [ u( k - 1) - u( k - 2) ] ( 2)

　　2) 调节律算法为

u( k - 1) =

u( k - 2) +
!k

‖�( k )‖
2�( k) [ y 0 - y ( k - 1) ] ( 3)

其中, y 0是系统 S 的输出希望值, !k 是控制参数。

　　文献[ 2～4] 也得到类似于式( 3) 的控制律,即

　u( k) =

　u( k - 1) +
!k

‖� u( k- 1) f [ u( k - 1) , k]‖
2×

　� u( k- 1) f [ u( k - 1) , k] ×

　{ y 0 - f [ Y
k- p
k- 1 , u( k - 1) , U

k- m
k- 2 , �

^
( k) , k] } ( 4)

其中

� u( k- 1) f [ u( k - 1) , k ] =

�
�uf [ Y

k- p
k- 1 , u, U

k- m
k- 2 , �

^

( k ) , k] � u = u (k- 1)

但不同的是, �( k ) 是 f [�, u, �, �, k] 关于u的梯度,

差式 y 0 - y ( k ) 由 y 0 - f [ Y
k- p
k- 1 , u( k - 1) , U

k- m
k- 2 ,

�
^
( k) , k] 代替, �

^
( k) 是�( k) 的估值。文献[ 2～ 4] 得

出的控制律称为递推梯度控制律, 控制律( 3) 可看

成递推梯度控制律的一种改进实用形式。而文献[ 5]

提出的关于动态系统的无模型控制律算法与式( 3)

完全相同, 所以对具有形如式( 3) 的控制律的性质

进行分析具有重要意义。

2　直接自适应调节律的最省“能量”

性质

　　我们称控制变量 u( k) 在两个相邻时刻的差值

u( k - 1) - u( k - 2) 为控制律的变差。显然

E [ u( k - 1) , u( k - 2) ]  
‖u( k - 1) - u( k - 2)‖2

与控制量的变化所需的“能量”有关。E[ u( k) , u( k -

1) ] 愈大,消耗的能量愈大。所以, 如果某种控制律

能使E [ u( k ) , u( k - 1) ] 在某集合内取最小值, 则在

能量消耗最小的意义下该控制律是最佳的。现证明

如下关于控制律( 3) 的最省“能量”性质:

　　定理1　如果 y 0( k) , y ( k - 1) , u( k - 2) , �( k)

皆已知, 取 !k = 1, 则控制律( 3) 所确定的控制量

u( k) 满足

y 0 ( k) - y ( k - 1) =

�( k )
 
[ u( k - 1) - u( k - 2) ]

‖u( k - 1) - u( k - 2)‖
2
=

　　　　min
u
‖u - u( k - 2)‖2

　　证明　引入如下 Lagrange 函数

f ( u, !) =

‖u - u( k - 2)‖2 + !{ y 0( k ) -

y ( k - 1) - �( k)  [ u - u( k - 2) ] }

根据极值条件, 令 �f / �u及 �f / �!为零,可得

u = u( k - 2) +
1

‖�( k )‖
2�( k) ×

[ y 0( k ) - y ( k - 1) ]

其中 u是函数‖u - u( k - 2)‖2满足条件

y 0( k ) - y ( k - 1) = �( k )
 
[ u - u( k - 2) ]

的极值点。由于‖u - u( k - 2)‖2 仅有极小值点,

故定理 1成立。□

3　直接自适应调节律收敛性分析的

基本假设

　　在实际应用中,调节律( 3) 中的 �( k) 由其最优

估计 �
^

( k ) 代替。因此式( 3) 可写成

u( k - 1) =

u( k - 2) +
!k

‖�
^
( k)‖2

�
^
( k ) [ y 0 - y ( k - 1) ]

( 5)

由于调节律( 3) 中的 �( k) 由方程

y ( k) - y ( k - 1) =

�( k)  [ u( k - 1) - u( k - 2) ] ( 6)

确定,其中 y ( k )是真实系统响应,相应于控制量u( k

- 1) 的输出。于是, 由式( 5) 和( 6) 有

y ( k) = y ( k - 1) + �( k)  !k

‖�
^
( k)‖2

×

�
^
( k ) [ y 0 - y ( k - 1) ] =

y ( k - 1) + !k∀ k[ y 0 - y ( k - 1) ] ( 7)

其中 ∀k =
�( k)

 �
^

( k )

‖�
^

( k )‖
2

一般地,如果 y ( k + h) 是系统在控制量u( k + h -

1) 作用下的真实输出值,则有

y ( k + h) =

y ( k + h - 1) + �( k +

h)
 !k+ h

‖�
^

( k + h)‖
2�
^

( k +

h) [ y 0 - y ( k + h - 1) ] =

y ( k + h - 1) + !k+ h∀k+ h [ y 0 -

y ( k + h - 1) ] ( 8)

由式( 8) 得

　　　y 0 - y ( k + h) =
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　　　( 1 - !k+ h∀k+ h) ( y 0 - y ( k + h - 1) ) ( 9)

逐次应用式( 9) ,得

y 0 - y ( k + h) =

( 1 - !k+ h∀k+ h ) ( 1 - !k+ h- 1∀ k+ h - 1)⋯

( 1 - !k+ 1∀k+ 1 ) ( y 0 - y ( k) ) =

∏
h

i= 1
( 1 - !k+ i∀k+ i) [ y 0 - y ( k) ] ( 10)

由此可见lim
h→∞

y ( k + h) = y 0的充分必要条件是

lim
h→∞∏

h

i= 1

( 1 - !k+ i∀k+ i) = 0 ( 11)

　　条件( 11) 是分析调节律( 3) 收敛性的重要工

具。注意到式( 7) , !k 的选择具有一定的任意性, 我们

希望 !k 的值尽可能不随时间 k 改变。设

�( k) = ( �1 ( k) , �2 ( k) ,⋯, �n( k ) )  

�
^

( k ) = ( �
^

1( k ) , �
^

2 ( k) , ⋯, �
^

n ( k) )
 

此处n是调节变量u( k ) 的维数。相应的u( k) 可表示

成 u( k ) = ( u1( k ) , u2 ( k) ,⋯, un( k ) )  , 于是调节律

( 3) 可写成

ui ( k) =

ui ( k - 1) +
!k

‖�( k)‖
2�i( k ) { y 0 - y ( k) }

　　　　　i = 1, 2,⋯, n

　　 为分析调节律( 3) 的收敛性, 现给出如下基本

假设:

　　假设1　存在0 < #i < ∃i ,使得对一切 k, 0 < #i

≤ �i
j ( k) , �

^
i ( k) ≤ ∃isj , j = 1, 2,⋯, n;

　　假设 2　存在 0 < #i < ∃i ,使得对一切 k , - ∃i

≤ �i( k) , �
^

i( k ) ≤- #i < 0, i = 1, 2,⋯, n;

　　假设 3　 存在{ i1 , i2 ,⋯, im} ! { 1, 2,⋯, n} ,使

得对一切 k , 0 < #i ≤ �i
j
( k) , �

^
i
j
( k ) ≤ ∃i

j
, j = 1, 2,

⋯, m。

　　而对其余的i≠ ij , j = 1, 2, ⋯, m , 对一切k ,

- ∃i ≤ �i ( k) , �
^

i ( k) ≤- #i < 0。进一步设#i = #, ∃i

= ∃, i = 1, 2,⋯, n。

　　上述 3条基本假设是有工程意义的,因为控制

量u( k) 的确定依赖于�( k) 和 �
^
( k) ,而�( k) 和 �

^
( k)

作为伪梯度, 在工程上是有界的,且可正可负。因此,

若 3条基本假设中有一条成立, 则可使所设计的调

节器与工程实际不产生矛盾。

4　调节律的收敛性

　　定理 2　如果 3条基本假设中有一条成立,则

必然存在一个常数 !,使当 !k = !时, 系统的调节律

( 3) 的控制变量 u( k + h - 1) 相应的输出变量 y ( k

+ h) 满足lim
h→∞

y ( k + h) = y 0。

　　证明　无论 3条基本假设中哪一条基本假设

成立,皆有n#2≤�( k)
 �
^

( k ) ≤n∃2
, n#2≤‖�

^

( k)‖
2

≤ n∃2, 从而对一切 k 有

0 <
#2

∃2 ≤ ∀ k =
�( k )  �

^
( k)

‖�
^
( k)‖2

≤
∃2

#2

只要取 !k = != #2/ ∃2 ,则对一切 k 有 0 < #4/ ∃4 ≤

!k∀ k ≤ 1。于是,由式( 10) 得 �y 0 - y ( k + h) � ≤ ( 1

- #4/ ∃4 ) h�y 0 - y ( k) �。由于 0 < #4/ ∃4≤ 1, 所以有

　　　　 lim
h→∞

�y 0 - y ( k + h) � ≤

　　　　 lim
h→∞

( 1 - #4
/ ∃4

)
h�y 0 - y ( k) � = 0 □

　　推论 1　在定理 2的条件下, 对于调节律( 3)

有:

　　1) ∀常数 C > 0,使‖u( k + h) - u( k + h -

1)‖≤ C( 1 - #4 / ∃4) h , h = 1, 2,⋯;

　　2) ∑
∞

h= 1

‖u( k + h) - u( k + h - 1)‖< + ∞;

　　3) 存在 u0使lim
h→∞

u( k + h) = u0。

　　证明　关于 1) ,由于

u( k + h) =

u( k + h - 1) +
!k+ h+ 1

‖�( k + h + 1)‖
2×

�( k + h + 1) [ y 0 - y ( k + h) ]

所以 　 ‖u( k + h) - u( k + h - 1)‖ =

　
�!k+ h+ 1�

‖�( k + h + 1)‖�y 0 - y ( k + h) �

由定理2的证明可以看出, �y 0 - y ( k + h) �≤ ( 1 -

#4 / ∃4) h�y 0 - y ( k) � ,故有
‖u( k + h) - u( k + h - 1)‖≤

#2

∃2
1

# n
�y 0 - y ( k) � 1 - #4

∃4

h

=

C( 1 - #4/ ∃4 ) h

其中 C =
#

∃2
n
�y 0 - y ( k) �

　　关于 2) ,只需应用 1) 中结果,则有

　　∑
∞

h= 1

‖u( k + h) - u( k + h - 1)‖≤

　　C∑
∞

h= 1

( 1 - #4 / ∃4) h =

　　C
1 - #4

/ ∃4

#4
/ ∃4 = C( ∃4

/#4
- 1) < + ∞
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　　　F 2 = Block-diag ( GS ,⋯, GS)
m

　　　∀U( k ) = [ ∀u1, M ( k)　⋯　∀um, M ( k) ]
T

　　　%( k) = [ %1( k)　⋯　%m( k ) ]
T

　　　X ( k) = [ x1 ( k)　⋯　xm( k) ]
T

D 0和 D 1的定义同前。

　　不失一般性,令参考输入为%i ( k) = 0, i = 1, 2,

⋯, m,则整个分布式系统的状态空间模型可表示为

X ( k + 1) = F1X( k ) + B L ∀U( k) =

[ F 1 - BL ( I - D 0) - 1
D 1F 2] X ( k) ( 15)

其中

F1 = Block-diag ( S,⋯, S)
m

B =

a11 ⋯ a1m

 #  
am1 ⋯ amm

式( 15) 表明了采用分布式求解后,系统 k 时刻状态

与 k + 1时刻状态的映射关系,只要

!( F1 - BL ( I - D 0 )
- 1

D 1F2 ) < 1 ( 16)

即状态映射的全部特征值均小于1, 则整个分布式

系统渐近稳定。

　　注 1　第3节对分布式算法偏差的分析是局部

的,因为它只关心当前时刻分布式求解所引起的变

化;而本节的稳定性分析则是全局的,可用以判断分

布式预测控制算法在整个时域的稳定性。

5　结　　论

　　本文讨论了分布式预测控制算法的性能, 分析

了单步时域上分布式求解与集中求解两种情况下的

性能偏差;在算法收敛的情况下,进一步讨论了分布

式预测控制系统的名义稳定性,得到了保证名义稳

定性的充分条件。在对每个智能体系统进行设计时,

通过参数调整离线确定保证算法收敛和系统稳定的

参数,这样可以很好地保证算法在线实施的性能, 同

时大大降低了在线优化的计算量和规模。
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　　关于 3) ,只需注意对任意 m和 n, m < n,则有

‖u( k + n) - u( k + m)‖ =

‖u( k + n) - u( k + n - 1) +

u( k + n - 1) - u( k + n - 2) + ⋯ +

u( k + m + 1) - u( k + m)‖≤

∑
n- 1

h= m

‖u( k + h + 1) - u( k + h)‖ m→∞ 0

所以, {u( k + h) }
∞
h= 1是一个 Cauchy 序列,故必有 u0

使lim
h→∞

u( k + h) = u0。□
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