
第 17卷 第 2期
V o l. 17 N o. 2

　控　制　与　决　策

　Con trol and D ecision　

2002年 3月
　M ar. 2002

　　文章编号: 100120920 (2002) 0220226204

分布式预测控制算法的性能分析
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(上海交通大学 自动化研究所,上海 200030)

摘　要: 分布式求解策略是为了降低大规模预测控制系统在线实施的计算量和计算复杂性而提出的一

种有效算法。在算法收敛的条件下,分析了分布式求解和集中求解两种方法在单步时域上的性能偏差,

给出了标称情况下分布式预测控制系统名义稳定的充分条件,为更好地理解所提出的分布式预测控制

算法和算法的实施提供了理论依据。
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Abstract: D istribu ted op tim ization algo rithm is an efficien t con tro l stra tegy to reduce the on2line com 2
putat ional comp lex ity of model p redict ive con tro l fo r large2scale system s. T he perfo rm ance deviat ion on

single2step ho rizon betw een distribu ted and cen tra lized op tim ization is analyzed under the condit ion that

the algo rithm is convergen t. T he nom inal stab ility of th is distribu ted system is discussed. It can help to

understand the p ropo sed distribu ted op tim ization algo rithm and p rovide the theo retical basis fo r the sys2
tem design.
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1　引　　言

　　预测控制是一种有效的控制策略,已被工业界

广泛采用。预测控制要求在滚动时域的每一步在线

求解一个优化问题,其计算规模与控制时域和操作

变量的维数均有关[1 ]。对于高维大规模系统,其在线

求解的计算量往往很大,如果采用集中式的整体求

解,则对计算机的性能和处理速度等要求很高。文献

[ 2 ]提出的分布式预测控制算法是求解复杂大规模

系统的一种有效策略,该算法基于纳什优化的思想,

将大规模的在线优化问题转化为各智能体小规模的

分布式优化求解,从而减小了计算负担,提高了算法

的实用性。

　　本文进一步从性能上对文献 [ 2 ]中的算法进行

分析和评价,讨论在单步时域上分布式求解与集中

求解二者的性能偏差,并给出了标称情况下分布式

预测控制系统保证名义稳定性的充分条件。这些性
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能分析为更好地理解和实施所提出的分布式预测控

制策略提供了理论基础。

2　分布式预测控制算法描述 [2 ]

　　分布式预测控制算法的主要思想,是将一个大

规模的在线优化问题转化为各智能体小规模的分布

式优化, 同时各智能体之间通过网络进行通信和信

息共享, 以提高系统的控制性能。在 k 时刻, 每个智

能体均在假定已知其它智能体最优解的前提下优化

各自的子目标, 并将此次求出的最优解与上次的结

果进行比较;然后通过网络相互通信,通报此次的最

优解和比较结果, 直至两次求出的结果均在给定的

误差精度内。则 k 时刻整个系统达到平衡,平衡点即

为该分布式系统在 k 时刻的纳什最优解, 优化过程

结束,各智能体实施该时刻的即时控制律,并将时域

滚动到下一时刻,重复上述优化过程。其算法可描述

如下:

　　Step 1: 在 k 时刻, 各个智能体给出控制量的预

估初值,并将其通知其它智能体; 令 l = 0 ( l 为迭代

次数) ,则

∃uλl
i,M (k ) = [∃uθ l

i (k ) , ∃uθ l
i (k + 1) ,⋯, ∃uθ l

i (k +

M - 1) ]T ,　i = 1, 2,⋯,m

　　Step 2: 在假定已知其它智能体最优解的前提

下,各个智能体优化各自的子目标,即

5J i

5∃u i,M (k ) ∃u3
j ,M (k ) , j= 1,⋯,m , j≠i

= 0,　i = 1, 2,⋯,m

并计算出各自的最优解 ∃u l+ 1
i,M (k ) , i = 1, 2,⋯,m ;

　　Step 3:检查所有智能体的预估迭代收敛条件是

否满足,即对给定的精度 Εi ( i = 1, 2,⋯,m ) ,判断是

否有‖∃u l+ 1
i (k ) - ∃uθ l

i (k )‖≤Εi, i = 1, 2,⋯,m ;如

果所有智能体的迭代收敛条件均成立, 则令

∃u3
i,M (k ) = ∃u l+ 1

i,M (k ) , i = 1, 2,⋯,m ,迭代计算结束,

转 Step 4;否则令 ∃uλl
i,M (k ) = ∃u l+ 1

i,M (k ) , i = 1, 2,⋯,

m , l = l + 1,返回 Step 2;

　　Step 4: 各智能体计算其相应的即时控制律

∃u i (k ) = [ I ⋯ 0 ]∃u3
i,M (k ) , i = 1, 2,⋯,m , 并将其

作用于各智能体;

　　Step 5:滚动移位到下一时刻, 即 k + 1 → k , 返

回 Step 1,重复上述过程。

　　关于该分布式算法的详细描述参见文献 [ 2 ],

这里不再赘述。本文重点从性能上对文献 [ 2 ] 提出

的分布式算法进行分析和评价, 这样能清楚地理解

所提出的分布式预测控制算法, 并为算法的实施提

供理论依据。以下讨论均假设分布式算法是收敛的。

3　单步时域性能偏差分析

　　尽管分布式系统可通过网络最大限度地交换

和获取信息,但由于采用了分布式求解策略,所得出

的是纳什最优解, 与集中求解时所得到的一般意义

上的最优解相比存在一定的偏差。假设系统的性能

指标为

　J = ‖Ξ (k ) - yζPM (k )‖2
Q + ‖∃uM (k )‖2

R (1)

式 (1) 对于m 个智能体子系统是可分的。其中

Q = B lock2diag (Q 1,⋯,Q m ) = Q T > 0

R = B lock2diag (R 1,⋯, R m ) = R T > 0

Ξ (k ) 为由 k 时刻各个智能体的期望输出组成的列

向量, yζPM (k ) 为系统在 k时刻的预测输出,可表示为

yζPM (k ) = yζP 0 (k ) + A ∃uM (k ) (2)

其中 A =

A 11 ⋯ A 1m

� ω �
A m 1 ⋯ A mm

yζP 0 (k ) 为 k 时刻各个智能体初始预测输出组成的列

向量。在集中求解方式下,整个系统的最优解为[4 ]

∃uc
M (k ) = (A TQA + R ) - 1A TQ [Ξ (k ) - yζP 0 (k ) ]

(3)

　　假设预测时域与控制时域相等,由式 (3) 得

Ξ (k ) - yζP 0 (k ) = [A + (A TQ ) - 1R ]∃uc
M (k )

(4)

将其代入性能指标 (1) ,则 k 时刻集中求解时的性能

指标可表示为

J c (k ) =

‖Ξ (k ) - yζP 0 (k ) - A ∃uc
M (k )‖2

Q +

‖∃uc
M (k )‖2

R = ‖∃uc
M (k )‖2

S (5)

其中 S = R (A TQA ) - 1R + R

　　在分布式预测控制算法收敛条件满足的情况

下, k 时刻整个分布式系统的纳什最优解可写成[2 ]

　∃ud
M (k ) = ( I - D 0) - 1D 1 [Ξ (k ) - yζP 0 (k ) ] (6)

其中

D 0 =

0 - D 11A 12 ⋯ - D 11A 1m

- D 22A 21 0 ⋯ - D 22A 2m

� � ω �
- D mmA m 1 ⋯ ⋯ 0

D 1 =

D 11

D 22

ω
D mm
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D ii = (A T
iiQ iA ii + R i) - 1A T

iiQ i

令A 0 = B lock2diag (A 11,⋯,A mm ) ,则有

D 0 = D 1 (A 0 - A )

D 1 = (A T
0QA 0 + R ) - 1A T

0Q
(7a)

Ξ (k ) - yζP 0 (k ) =

[A + (A T
0Q ) - 1R ]∃ud

M (k ) (7b)

假设 k 时刻两种情况下的初始条件相同, 则由式

(7b) 和 (4) 知

∃ud
M (k ) =

[A + (A T
0Q ) - 1R ]- 1 [A +

(A TQ ) - 1R ]∃uc
M (k ) = H d ∃uc

M (k ) (8)

将其代入式 (1) ,得到 k 时刻分布式系统的性能指标

为

J d (k ) =

‖Ξ (k ) - yζP 0 (k ) - A ∃ud
M (k )‖2

Q +

‖∃ud
M (k )‖2

R =

‖Ξ (k ) - yζP 0 (k ) - A ∃uc
M (k ) +

A ∃uc
M (k ) - A H d uc

M (k )‖2
Q + ‖∃uc

M (k ) -

∃uc
M (k ) + H d ∃uc

M (k )‖2
R =

J c (k ) + ‖∃uc
M (k )‖2

E (9)

其中　E = ( I - H d ) T [A TQA + R ] ( I - H d )

　　可以看出, E 为H erm it矩阵。令 tE (E ) 为E 的范

数,则有

‖∃uc
M (k )‖2

E ≤ (∃uc
M (k ) ) T‖E‖∃uc

M (k ) =

tE (E )‖∃uc
M (k )‖2

由Q = Q T > 0, R = R T > 0知,式 (5) 中的 S 为正

定矩阵,故有

‖∃uc
M (k )‖2 ≤ 1

Κm (S )‖∃uc
M (k )‖2

S =

1
Κm (S ) J c (k )

其中 Κm (S ) > 0为 S 的最小特征值。进一步有

　Γ=
J d (k )
J c (k ) ≤ 1 +

tE (E )
Κm (S ) = 1 + ∃ = Γm (10)

这里, Γ为 k时刻系统在分布式求解和集中式求解下

两者性能指标的相对值, Γm 为其上限, ∃ 为分布式求
解和集中式求解性能偏差的相对上限值。

4　分布式预测控制系统名义稳定性
分析

　　为便于分析整个系统采用分布式求解后的名

义稳定性, 我们将各个子系统的预测模型写成状态

空间的形式[3 ]。在 k 时刻第 i个子系统的预测状态空

间模型为

x i (k + 1) =

S x i (k ) + a ii∃u i (k ) +

∑
m

j= 1, j≠i

a ij ∃u j (k ) ,　i = 1, 2,⋯,m (11a)

yζ i (k ) =

GS x i (k ) + A ii∃u i,M (k ) +

∑
m

j= 1, j≠i

A ij ∃u j ,M (k ) ,　i = 1, 2,⋯,m (11b)

其中

S =

0 1 0 0

ω ω 0

0 0 1

0 0 1 (N ×N )

,　a ij =

a ij (1)

a ij (2)

�
a ij (N )

A ij =

a ij (1)

� ω
a ij (M ) ⋯ a ij (1)

� �
a ij (P ) ⋯ a ij (P - M + 1) (P×M )

∃u i (k ) = [ 1　0　⋯　0 ]∃u i,M (k )

∃u i,M (k ) = [∃u i (k )　⋯　∃u i (k + M - 1) ]T

N 为建模时域, G = [ IP×P　0P× (N - P ) ] 表示从N 维

向量中取前 P 个运算。

x i (k ) = [x i1 (k )　⋯　x iN (k ) ]T

yζ i (k ) = [y i (k + 1)　⋯　y i (k + P ) ]T

　　子系统 i的性能指标为

J i = ‖Ξi (k ) - yζ i (k )‖2
Q i

+ ‖∃u i,M (k )‖2
R i

i = 1, 2,⋯,m (12)

其中Ξi (k ) = [Ξi (k + 1)　⋯　Ξi (k + P ) ]T , i = 1,

2,⋯,m。根据分布式求解算法,在 k 时刻子系统 i的

纳什最优解为

∃u i,M (k ) =

D ii Ξi (k ) - GS x i (k ) - ∑
m

j= 1, j≠i

A ij ∃u j ,M (k ) (13)

在收敛性条件满足的情况下, 整个分布式系统在k

时刻的纳什最优解可写成

∃U (k ) = ( I - D 0) - 1D 1 [Ξ (k ) - F 2X (k ) ] (14)

它具有状态反馈的形式。系统的即时控制律为

∃u (k ) = L ∃U (k ) ,这里

∃u (k ) = [∃u 1 (k )　⋯　∃um (k ) ]T

L = B lock2diag (L 0　⋯　L 0)
m

L 0 = (1　0　⋯　0) 1×M
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　　　F 2 = B lock2diag (GS ,⋯, GS )
m

　　　∃U (k ) = [∃u1,M (k )　⋯　∃um ,M (k ) ]T

　　　Ξ (k ) = [Ξ1 (k )　⋯　Ξm (k ) ]T

　　　X (k ) = [x1 (k )　⋯　xm (k ) ]T

D 0 和D 1 的定义同前。

　　不失一般性,令参考输入为Ξi (k ) = 0, i = 1, 2,

⋯,m ,则整个分布式系统的状态空间模型可表示为

X (k + 1) = F 1X (k ) + B L ∃U (k ) =

[F 1 - B L ( I - D 0) - 1D 1F 2 ]X (k ) (15)

其中

F 1 = B lock2diag (S ,⋯, S )
m

B =

a 11 ⋯ a 1m

� ω �
am 1 ⋯ amm

式 (15) 表明了采用分布式求解后,系统 k 时刻状态

与 k + 1时刻状态的映射关系,只要

Κ(F 1 - B L ( I - D 0) - 1D 1F 2) < 1 (16)

即状态映射的全部特征值均小于1, 则整个分布式

系统渐近稳定。

　　注 1　第 3节对分布式算法偏差的分析是局部

的,因为它只关心当前时刻分布式求解所引起的变

化;而本节的稳定性分析则是全局的,可用以判断分

布式预测控制算法在整个时域的稳定性。

5　结　　论

　　本文讨论了分布式预测控制算法的性能,分析

了单步时域上分布式求解与集中求解两种情况下的

性能偏差;在算法收敛的情况下,进一步讨论了分布

式预测控制系统的名义稳定性,得到了保证名义稳

定性的充分条件。在对每个智能体系统进行设计时,

通过参数调整离线确定保证算法收敛和系统稳定的

参数,这样可以很好地保证算法在线实施的性能,同

时大大降低了在线优化的计算量和规模。

参考文献 (R eferences) :

[1 ] A lex Zheng. N onlinear model p redict ive con tro l of the

tennessee eastm an p rocess [A ]. P roc of the Am erican

Contro l Conf [C ]. Ph iladelph ia, 1998. 170021704.

[2 ] 杜晓宁,席裕庚,李少远. 分布式预测控制算法[A ]. 2000

年中国自动化学会青年会议论文集——自动化理论、技

术与应用[C ]. 上海: 上海交通大学出版社, 2000. 7: 682
72.

[ 3 ] Yugeng X i. N ew design m ethod fo r discrete2t im e m ulti2
variab le p redict ive con tro llers [J ]. In t J Contro l, 1989,

49 (1) : 45256.

[4 ] 席裕庚. 预测控制[M ]. 北京:国防工业出版社, 1993.

　　 (上接第 225页)

　　关于 3) ,只需注意对任意m 和 n ,m < n ,则有

‖u (k + n) - u (k + m )‖ =

‖u (k + n) - u (k + n - 1) +

u (k + n - 1) - u (k + n - 2) + ⋯ +

u (k + m + 1) - u (k + m )‖≤

∑
n- 1

h= m

‖u (k + h + 1) - u (k + h )‖ m→∞ 0

所以, {u (k + h ) }∞h= 1是一个Cauchy序列,故必有 u 0

使 lim
h→∞

u (k + h ) = u 0。□
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