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Volterra 泛函级数在非线性系统辨识中的应用
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摘　要: 利用V o lterra泛函级数描述非线性系统,将非线性系统辨识问题转化为标准的最小二乘问题,

并通过Q R 分解进行求解。在对输入矩阵 P 进行Househo lder变换过程中,提出利用输入向量对输出向

量的影响因子进行 P 阵的列选择,同时完成模型辨识,有效地克服了V o lterra 泛函级数辨识中维数灾

难问题。数字仿真表明了该方法的有效性。
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Appl ica tion of Volterra ser ies in the iden tif ica tion
of non l inear system s

OU W en , H A N Chong 2z hao, W A N G W en2z heng

(Schoo l of E lectron ics and Info rm ation Engineering, X i′an J iao tong U niversity, X i′an 710049, Ch ina)

Abstract: By app lying the V o lterra series to describe the non linear system , the iden tificat ion p rob lem of

non linear system is transfo rm ed in to a no rm al least m ean squares p rob lem , w h ich can be so lved by Q R

decompo sit ion. In the p rocess of decompo sing the inpu t m atrix by the Househo lder transfo rm ation by

using of an effect facto r betw een the inpu t vecto r and the ou tpu t vecto r, the selection of row vecto rs in

the inpu t m atrix is p rocessed, as w ell as the structu re iden tificat ion of system is p resen ted, w h ich over2
com es the dim ension disaster in the iden tificat ion of V o lterra series. T he algo rithm is validated by the

sim ulation resu lts.
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1　引　　言

　　在现实世界中,我们遇到的绝大多数系统都是

非线性系统。由于线性系统模型不可能捕获与非线

性系统紧密相关的有限周期内丰富的动态特性,例

如分叉等,所以研究非线性系统辨识方法及过程显

得非常重要。V o lterra 泛函级数于 1880 年正式提

出,但是直到 20 世纪 70 年代才开始受到人们的普

遍重视[1 ] ,并广泛应用于非线性通道补偿器的实现,

通信中回音的消除,船在海浪中的非线性现象建模,

以及其它一些需用非线性解决的问题。

　　V o lterra 泛函级数之所以具有如此大的吸引

力,根本原因在于它能以任意精度逼近紧集上的连

续函数,能描述一大类的非线性现象,并且V o lterra

泛函级数核 (特别是频域核)具有鲜明的物理意义。

因此在非线性系统的辨识中,选用V o lterra 泛函级

数作为非线性系统的模型集,无疑是正确而可行的。

　收稿日期: 2000212211; 修回日期: 2001204205

　作者简介: 欧文 (1968—) ,女,湖南沅凌人,讲师,博士生,从事智能控制技术、非线性系统辨识等研究; 韩崇昭 (1943—) ,男,

陕西乾县人,教授,博士生导师,从事自适应控制、非线性系统辨识等研究。



但由于V o lterra 泛函级数的长度随着模型的记忆

长度和阶次的增加呈指数增加,导致了V o lterra 泛

函级数辨识的维数灾难问题。目前,V o lterra 泛函级

数辨识方法大都围绕这一问题展开研究,或利用特

定的输入信号[2, 3 ] ,或利用核的对称性[4 ] ,在一定程

度上减少其计算量。Koh 和 Pow ers[5 ]则采用只考虑

二阶核矩阵的对角元素,并将二阶核分解为两个一

阶核的乘积的简化形式,用于估计二阶V o lterra 泛

函级数核。该方法直接简化V o lterra 泛函级数,是

一种减少计算量的有效途径。本文利用正交分解进

行V o lterra 泛函级数的选项及估计,诣在直接简化

V o lterra 泛函级数。

2　基于 Volterra 泛函级数的非线性
系统辨识

　　对于离散时间系统,其 IöO 关系可表示为如下
形式的V o lterra 泛函级数

　　　　y (n) = ∑
∞

k= 1

y k (n) (1)

y k (n) = ∑
∞

i1= 0
⋯∑
∞

ik= 0
h k ( i1,⋯, ik ) ×

　　　　x (n - i1)⋯x (n - ik ) (2)

式中, x (n) 是输入信号; y k (n) 是第 k 阶级数对输出

的贡献, 它们都是实数序列; h k ( i1,⋯, ik ) 是 k 阶

V o lterra 时域核,为待辨识的项,它是非线性系统的

k 阶离散脉冲响应函数。

　　从式 (1) 和式 (2) 可以看出,随着记忆长度和模

型阶次的增加,待辨识的V o lterra核呈指数增加,这

就是V o lterra 泛函级数辨识的维数灾难问题。好在

大多数真实系统都可用有限记忆长度和有限阶次的

V o lterra 泛函级数近似描述。在不考虑直流增益的

情况下, k 阶脉冲响应函数是对称的,于是可得 3阶

截断V o lterra 泛函级数的形式为

y (n) =∑
L - 1

i= 0

h 1 ( i) x (n - i) +

∑
L - 1

i= 0
∑
L - 1

j= i

I ( i, j ) h 2 ( i, j ) x (n - i) x (n - j ) +

∑
L - 1

i= 0
∑
L - 1

j= i
∑
L - 1

k= j

J ( i, j , k ) h 3 ( i, j , k ) ×

x (n - i) x (n - j ) x (n - k ) + en (3)

式中,L 为记忆长度, en 为截断误差,而

I ( i, j ) =
1,　i = j

2,　i≠ j

J ( i, j , k ) =

1,　i = j = k

3,　o thers

6,　i≠ j , j ≠ k , i≠ k

　　定义系统的输入矩阵

　P = [X (n) , X (n + 1) ,⋯, X (n + M - 1) ]T

(4)

式中,M 是样本长度 (数据点数) ,而

　X (n) =

　[x (n) ,⋯, x (n - L + 1) ,

　x 2 (n) , 2x (n) x (n - 1) ,⋯, x 2 (n - L + 1) ,

　x 3 (n) , 3x 2 (n) x (n - 1) ,⋯, x 3 (n - L + 1) ] (5)

定义系统的输出向量

　Y = [y (n) , y (n + 1) ,⋯, y (n + M - 1) ]T (6)

定义系统的多阶脉冲响应向量为 ( ,它是与X (n) 相

对应的顺序排列的V o lterra 核,即

( = [h1 (0) ,⋯, h 1 (L - 1) ,

h 2 (0, 0) , h 2 (0, 1) ,⋯, h 2 (L - 1,L - 1) ,

h 3 (0, 0, 0) , h 3 (0, 0, 1) ,⋯, h 3 (0, 0,L - 1) ,⋯

h 3 (L - 1,L - 1,L - 1) ] (7)

则有

Y = P ( + e (8)

　　已知非线性系统的输入序列和输出序列,利用

式 (8) 求解多阶脉冲响应向量, 是一个标准的最小

二乘问题。由式 (7) 看出, 即使对于记忆长度 L =

20,模型阶次N = 3的V o lterra泛函级数,其核的数

量仍为 1 770项。显然,其中只有少数项是对系统输

出贡献较大的项。因此可选择这些项作为对系统的

近似, 而忽略对系统输出贡献很小的项, 直接简化

V o lterra 泛函级数核,以达到减少计算量的目的。

3　Volterra 泛函级数核的选项及估计

3. 1　基于 QR分解的参数估计问题

考虑形如式 (8) 的最小二乘问题, 未知参数向

量 ( 可通过最小化下列指标
m in

(
‖P ( - Y‖2

2 (9)

得到。对矩阵 P 进行Q R 分解,有

Q T P =
R

0

式中,Q 是正交矩阵, R 是上三角矩阵。由于L 2 范数

可由正交变换保持不变,所以式 (9) 等价于

m in
(
‖Q T P ( - Q T Y‖2

2 (10)

即

m in
(
‖R ( - Yϖ‖2

2 + ‖Y
�‖2

2 (11)
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　　求解R ( = Yϖ,可得 ( 3。( 3 由前向回归计算得

到。记

R =

r11 r12 ⋯ r1n

ω �
0 ω �

rnn

( = [Η1 Η2 ⋯ Ηn ],　Yϖ = [y 1 y 2 ⋯ y n ]′

则

Ηn = y nörnn

Ηi =
y i - ∑

n

k= i+ 1
rik Ηk

r ii
,　i = n - 1,⋯, 1

(12)

3. 2　利用 Householder变换进行 Volterra 泛函级

数核的选项及估计

　　利用Hou seho lder变换可实现任意m × n矩阵

P 的Q R 分解。用 K L 标记截断V o lterra泛函级数核

的长度,则数据点数为M 的输入矩阵 P 为M × K L

维。对扩展矩阵 P
�进行Hou seho lder变换,扩展矩阵

由输入矩阵和输出向量构成,其初值为

P� (0) = [P : Y ] = [p
(0)
1 p

(0)
2 ⋯ p

(0)
KL
　Y

(0) ]

在第 k步Hou seho lder变换中,保持Pδ(k- 1) 中前 (k -

1) 列不变,将第k列p
(k- 1)
k 主对角线以下的元素均变

为0,据此构造Hou seho lder向量,完成对P
� (k- 1)的变

换,得到 P� (k ) (公式[6 ] 略)。经过M 步变换,得到

P� (M ) =
R Yϖ

0 Y
�

于是由式 (12) 得到V o lterra泛函级数核 ( 3 ,估计残

差由〈Y�, Y�〉给出。
　　如前所述,并不需要进行M 步Hou seho lder变

换, 然后估计出 K L 个V o lterra 核,只需选出有效的

核, 并对它们进行估计。为此, 在Hou seho lder 变换

过程中引入一个影响因子, 据此控制选项及选项过

程的停止。

3. 3　选项控制及停止控制条件

在第 k步Hou seho lder变换中, P
� (k- 1) 的前 (k -

1) 列不变 (即已选出 k - 1个核) ,在剩余的列中选

择对输出影响最大的一列作为第 k 列。令

a
(k )
j = ∑

N

i= k

(p
� (k - 1)

ij ) 2

b
(k)
j = ∑

N

i= k

p� (k - 1)
ij y

(k- 1)
i

定义影响因子为

eff (k )
j = b

(k ) 2

j öa
(k )
j (13)

记第 k 步中最大的影响因子为

eff (k ) = m ax
j= k ,⋯, KL

(eff (k)
j ) (14)

使 eff (k )
j 最大化的 j 即为所选的列号。这意味着在剩

余的列中, 该列输入量对输出的影响最大。由式 (5)

和 (7) 看出,V o lterra泛函级数核的排列与输入矩阵

向量的排列是一致的, 选择对输出贡献较大的输入

矩阵中的一列,就是选择了相应的V o lterra 泛函级

数有效核。依此类推,直到第M s步的 eff (M s
) 足够小,

则停止选项,M s 即为V o lterra 级数有效核的长度。

至此便完成了非线性系统的模型辨识, 前向回归计

算 ( 3 ,可得待辨识的V o lterra 泛函级数核, 从而完

成非线性系统的参数辨识。

　　但是,如果单纯以 eff (k) ≤ Ε(Ε为正数) 作为选

项停止的控制条件,往往由于 Ε选择不当,使得要么

选项过早结束 (漏项) ,要么选入多余的项 (可能由噪

声引起) ,导致辨识精度的降低。为此,本文提出以相

邻两项的影响因子比值 (eff (k) öeff (k- 1) ) 作为选项停

止控制条件。当影响因子比值足够小时,说明当前选

项与已选出的项相比,对系统输出的贡献很小,可以

忽略,选项应停止。本文取选项停止控制条件为

eff (k ) öeff (k - 1) ≤ Ε,　Ε= 0. 001 (15)

即后一待选项的影响因子不大于前一项的 10- 3,效

果良好。

4　仿真研究

　　取如下 3阶非线性模型作为仿真对象

y (n) = - 2. 06x (n) + 2. 7x (n - 1) +

x (n - 2) + 0. 94x (n) x (n - 3) -

1. 58x 2 (n - 1) - 2. 8x (n - 1) x (n -

2) - 5. 6x 2 (n - 2) - 2. 5x 3 (n)

　　输入信号取[ - 1, 1 ] 上均匀分布的随机信号,

观测噪声取幅值为输入信号 1ö10的随机信号,数据
表 1　与仿真模型相对应的时域核

核序号 真　值 辨识结果

1 - 2. 06 - 2. 060 9

2 2. 7 2. 700 3

3 1. 0 0. 999 7

24 0. 47 0. 469 7

41 - 1. 58 - 1. 578 6

42 - 1. 4 - 1. 399 4

60 - 5. 6 - 5. 600 8

231 - 2. 5 - 2. 497 7
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点数取 512,V o lterra 泛函级数的阶数为 3, 记忆长

度为 20。

　　本文方法成功地辨识出与仿真模型结构及参

数相一致的模型,辨识结果详见表 1和表 2。
表 2　辨识中影响因子的变化

k eff (k) eff (k) öeff (k- 1)

1 4. 008 1 e + 3

2 1. 882 0 e + 3 0. 469 6

3 1. 069 0 e + 3 0. 568 0

4 387. 638 3 0. 362 6

5 149. 446 5 0. 385 5

6 137. 024 9 0. 916 9

7 73. 257 9 0. 534 6

8 45. 286 2 0. 618 2

9 3. 954 1 e - 4 8. 731 4 e - 6

　　将时域核按阶分别做傅氏变换,可得系统各阶

的幅频特性。一阶频域核幅频特性的最大估计误差

为 0. 001 5;二阶频域核估计的幅频特性及估计误差

如图 1和图 2所示,最大误差为 0. 002 2。

图 1　二阶频域核估计的幅频特性

5　结　　论

　　本文在Hou seho lder正交变换中引入影响因

图 2　二阶频域核幅频特性的估计误差

子,对V o lterra 泛函级数进行核的选项及估计。该

方法能合理地简化V o lterra 泛函级数,大大减少了

V o lterra 泛函级数辨识中的计算量,从而有效地利

用V o lterra 泛函级数进行非线性系统辨识。
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