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一类一阶耦合广义系统的极点配置问题

葛 照 强1, 2

( 1. 西安交通大学 理学院,陕西 西安 710049; 2. 西北轻工业学院 基础部,陕西 咸阳 712081)

摘　要: 讨论 Hilber t 空间中广义分布参数系统与广义集中参数系统所构成的一类一阶耦合广义系统

的极点配置问题,应用算子的广义逆给出了问题的解及解的构造性表达式。这对一阶耦合广义系统的镇

定及渐近稳定性的研究具有重要的理论价值。
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Abstract: Pole assignment fo r a class o f the fir st o rder gener alized distr ibuted param eter system coupled

w it h the fir st o rder g ener alized lumped paramet er system is discussed in Hilbert space. T he solutions of

t he pr oblem and constr uct ive expression of t he so lutions ar e given by m eans o f the generalized inver se

o f bounded linear oper ato r. It is theo retica lly impo rt ant t o study the st abilizat ion and a symptotical sta-

bility of t he first o rder coupled generalized sy stem.
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1　引　　言

　　广义分布参数系统是比分布参数系统更广泛的

一类系统[ 1～3] ,它与分布参数系统有着本质的区别,

当受到干扰时,不仅会使系统失稳,而且会引起脉冲

等行为。广义分布参数系统的研究仅有 10 年历

史[ 1～ 6] , 研究的内容主要集中在系统的稳定性和变

结构控制上[ 4～6] , 而关于广义分布参数系统的极点

配置问题的研究则很少。

　　工程控制系统中的一种重要情形是受控对象为

广义分布参数系统, 控制器为广义集中参数系统。因

此, 需要研究广义分布参数系统与广义集中参数系

统所构成的耦合闭环系统具有预先指定的极点问

题。

　　本文讨论 Hilber t空间中广义分布参数系统与

广义集中参数系统所构成的耦合广义系统的极点配

置问题, 在一定的条件下应用算子的广义逆给出了

问题的解及解的构造性表达式。

　　设 H 表示复的可析的Hilber t空间, E1和 A 是

H 上的线性算子,且E1有界但不可逆, b∈H且b≠0,
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对如下广义分布参数系统

E 1
dx
dt

= Ax + bu, 　x ( 0) = x 0 ( 1. 1)

其中u( t ) 是一个数值函数。令 u( t ) = 〈E1x ( t ) , g〉,

其中g∈H 且g≠ 0,〈�, �〉表示H 中的内积。由式

( 1. 1) 有

E 1
dx
dt
= ( A + G) x , 　x ( 0) = x 0 ( 1. 2)

其中 Gx = 〈E 1x , g〉b

　　要讨论的问题是:对于给定的元 b∈H ,能否找

到一个元 g ∈ H ,使闭环系统( 1. 2) 具有预先指定

的极点。

　　该问题解存在的充分条件参见文献[ 7]。在数

学及工程控制系统中, 其中一类重要的系统是由广

义分布参数系统与广义集中参数系统所构成的耦合

广义系统, 研究的主要问题之一是该系统的极点配

置问题。这类系统可描述如下:

　　设g 0∈ H 且 g0≠0, R
n
表示 n维欧氏空间, k0

∈ R
n且 k 0≠0, ( G0x ) ( t) = 〈E1x ( t ) , g0〉k0, 则G0是

一个有界线性算子。对如下系统

E2
dz
dt
= Fz + k 0v ( t ) ,　z ( 0) = z 0 ( 1. 3)

其中, E 2, F ∈ R
n×n , z ∈ R

n, v ( t) 是一个数值函数,

令 v ( t ) = 〈E1x ( t ) , g0〉,则有

E 2
dz
dt
= Fz + G0x ,　z ( 0) = z 0 ( 1. 4)

若令状态反馈为 u( t ) = 〈z ( t ) , g〉, 其中g ∈R
n且g

≠ 0, 由方程( 1. 1) 和( 1. 4) 可得如下耦合广义系统

E 1
dx
dt

= Ax + Gz ,　x ( 0) = x 0

E 2
dz
dt
= Fz + G0x ,　z ( 0) = z 0

( 1. 5)

其中G z = 〈z , g〉b,且 G 是有界线性算子。令

B 0 =
E1 0

0 E 2

, 　T 0 =
A G

G0 F

y =
x

z
, 　BF =

A 0

0 F

T =
0 G

G0 0

则由方程( 1. 5) 可得

B0
dy
dt
= T 0y ,　y0 =

x 0

z 0
( 1. 6)

　　我们要讨论的问题是:是否存在 g0∈ H , 使广

义闭环系统( 1. 6) 具有预先给定的极点。

　　以下用 E
*
1 表示 E 1的共轭算子; �p ( E1 , A ) =

{�: �表示E 1和A 的广义特征值} 表示系统( 1. 1) 的

有限极点; �-表示 �的共轭复数, I 表示恒等算子;
 ( E1 , A ) = {!: !使(!E1 - A ) 为正则算子} ,对于!

∈  ( E1 , A ) , R (!E1 , A ) = (!E1 - A )
- 1
。

2　预备知识

　　定义1
[ 8]　设B ( H ) 表示H 上有界线性算子全

体所形成的 Banach 代数。对 A ∈ B ( H ) , 若存在 G

∈ B( H ) , 使

AGA = A ,　GA G = G

( GA ) * = GA ,　( A G) * = A G

则称 G 为 A 的一个广义逆,记为 A
+。

　　引理 1
[ 8]　若 A

+ 存在,则 A
+ 唯一,且( A * ) +

也存在,满足( A * ) + = ( A + ) *。

　　引理 2
[ 9]　若 H 1 和 H 2是两个 Hilbert 空间,

dim H 1 < + ∞,且 M =
A B

0 D
为 H 1 � H 2上的

可逆算子,则 A 和 D 可逆,且

M
- 1 =

A
- 1 - A

- 1
BD

- 1

0 D
- 1

　　 引理 3　�∈  ( B0 , BF ) 的充要条件是 �∈
 ( E1 , A ) ∩  ( E 2, F )。

　　应用引理 2可直接证明引理 3。

　　对 �∈  ( B0 , BF ) ,令

c = 〈E 1R (�E 1, A ) b, g0〉R( �E 2, F ) k0

w (�) = 〈c , g〉
　　引理4　若系统( 1. 1)仅有有限极点, A 是闭的

稠定的线性算子, �∈  ( B 0, B F) ,则 �∈ �p ( B0 , T 0 )

的充要条件是

w (�) = 1 ( 2. 1)

且 �B 0y 0 = T 0y 0。其中 y 0 =
R ( E , A ) b

c
,广义特征

子空间{ y : �B0y = T 0y , y ∈ H � R
n} 是一维的。

　　证明　令�∈ ( B 0, BF ) ,若方程( 2. 1)不成立,

则可证明 �∈  ( B0 , T 0 )。事实上,因为

(�B0 - T 0)
*
=

�-E * - A
* - G

*
0

- G
* �E *

2 - F
*

( 2. 2)

对任一 ∀ 1∈ H 和 ∀ 2 ∈ R
n, 令

∀ =
∀ 1

∀ 2

,　y =
y 1

y 2

及

(�B0 - T 0 )
*
y = ∀ ( 2. 3)
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应用式( 2. 2) 和( 2. 3) 有

(�-E*
1 - A

*
) y1 - G

*
0 y 2 = ∀ 1 ( 2. 4)

- G
*
y 1 + (�-E *

2 - F
* ) y2 = ∀ 2 ( 2. 5)

因为 �∈  ( B 0, B F) , 由式( 2. 5) 有

　y 2 = R
* ( �E2 , F) ∀ 2 + 〈y 1 , b〉R* (�E 2, F ) g

( 2. 6)

将式( 2. 6) 代入( 2. 4) ,可得

y 1 = h + 〈y 1 , b〉h1 ( 2. 7)

其中

h = R
* (�E 1, A ) ∀ 1 +

　　〈R
*
(�E 2, F ) ∀ 2, k0〉R

*
(�E 1, A ) E

*
1 g0

( 2. 8a)

h1 = 〈R * ( �E2 , F) g, k0〉R(�E1 , A ) E*
1 g0

( 2. 8b)

由式( 2. 8) 有

〈y 1, b〉= 〈h1 , b〉〈y 1, b〉+ 〈h, b〉 ( 2. 9)

及

〈h1, b〉=

〈R (�E 2, F ) k0, g〉〈E1R
* ( �E 1, A ) b, g0〉= w (�)

从而由式( 2. 9) 有

〈y 1, b〉= 〈h, b〉+ 〈h1 , b〉w- (�) ( 2. 10)

因为w (�) ≠ 1,故有

〈y 1 , b〉=
〈h, b〉

1 - w (�)
( 2. 11)

由式( 2. 11) , ( 2. 7) 和( 2. 4) ,可推得

y 2 = R
*
(�E2 , F) ∀ 2 +

〈h, b〉
1 - w ( �)

R
*
(�E 2, F ) g0

( 2. 12)

y 1 = R
* (�E1 , F) ∀ 1 + 〈y 2 , k0〉R * ( �E1 , A ) E*

1 g0

( 2. 13)

由式( 2. 8a) , ( 2. 12) 和( 2. 13) 可知,在任意 ∀ ∈ H

处 y1 和 y 2 是连续的。因此, 满足 y = [ (�B 0 -

T 0) * ] - 1∀ 的算子(�B0 - T 0 ) * 是有界线性算子,故

�∈  ( B0 , T 0 )。

　　若�∈ ( B0 , BF )且w (�) = 1,则可证明 �为B0

和 T 0的广义特征值,且相应的广义特征向量为

y 0 =
y 10

y 20
=

R (�E 1, A ) b

c

事实上,因为

(�B0 - T 0) y 0 = (�B 0 - BF - T ) y 0 =

(�B0 - B F) [ I - R (�B 0, B F) T ] y 0

且 �∈  ( B0 , BF ) ,因此 �∈ �p ( B0 , T 0) ,当且仅当

R (�B 0, B F) T y 0 = y 0 ( 2. 14)

由于

　R( �B 0, BF ) T y 0 =
R (�E1, A ) Gy 20

R( �E 2, F ) G0y 10
( 2. 15)

　R( �E 1, A ) Gy 20 = 〈y 20 , g〉R (�E 1, A ) b ( 2. 16)

其中 y 20 = c, y 10 = R (�E 1, A ) b, 应用式( 2. 1) 可得

　　R (�E1 , A ) Gy 20 = R(�E1 , A ) b = y 10 ( 2. 17)

　　R (�E2 , F) G0y10 =

　　〈E1y 10 , g0〉R(�E2 , F) k 0 =

　　〈E1R (�E1 , A ) b, g 0〉R (�E 2, F ) k0 =

　　c = y 2 ( 2. 18)

由式 ( 2. 18) , ( 2. 17) 和 ( 2. 15) , 可推得 R( �B0 ,

B F) T y 0 = y 0, 因此 �∈ �p ( B 0, T 0 )。

　　对 �∈ �p ( B0 , T 0) ,令 y′=
y′1

y
′
2

为 B0和T 0的

任一相应于 �的广义特征向量, 由上述推导过程可
得 y

′
1 = R (�E1 , A ) Gy

′
2, y′2 = R (�E 2, F ) G0y

′
1 ,因此

　　y
′
1 = 〈y′2 , g〉R (�E1 , A ) = 〈y′2 , g〉y 10 ( 2. 19)

　　y
′
2 = 〈E1y

′
1 , g0〉R(�E2 , F) k0 =

　　〈y′2, g〉〈E1y 10 , g0〉R(�E2 , F) k 0 = 〈y′2, g〉y 20

( 2. 20)

由式( 2. 19) 和( 2. 20) ,有

y
′
1

y
′
2

= 〈y
′
2 , g〉

y 10

y 20
,　y

′
= �1y1 0

其中 �1 = 〈y′2 , g〉。因此对 �∈ �p ( B0, T 0 ) ,相应的广

义特征子空间是一维的。□

　　引理 5
[ 10]　 设 x i ∈ H 且 x i ≠ 0, i = 1, 2,⋯,

N ; y N + k∈H 且 y N + k≠0, k = 1, 2,⋯; H N - 1
i 表示由

{ x 1, x 2,⋯, x N , yN + 1 , y N + 2, ⋯} 生成的闭线性子空

间。若 x i � H
N - 1
i ,则存在g∈ H ,使〈x i , g〉= 1, i =

1, 2, ⋯, N , 且〈y k, g〉= 0, k = N + 1, N + 2,⋯。

　　假设 1　设系统( 1. 1) 仅有有限极点, {�k }∞1 是
所有极点所构成的集合, 且每一�k都是单重的;相应
于 �k 的 E1 和 A 的广义特征向量为 #k , 即 A #k =
�kE 1#k, k = 1, 2,⋯。以 { ∀ k }∞1 表示满足 A

* ∀ k =

�-kE *
1 ∀ k( k = 1, 2,⋯) 的 E

*
1 和 A

* 的广义特征向量

全体所构成的集合, 则{E 1#k}∞1 与{ ∀ k}
∞
1 之间满足如

下关系

〈E 1#k, ∀ l〉=
1,　k = l ,

0,　k ≠ l ,
　k , l = 1, 2,⋯

( 2. 21)

　　假设 2　设系统( 1. 4) 仅有有限极点, { rk ) n01 ( n0

≤n) 表示极点全体所构成的集合,且每一 rk 都是单

重的;相应于 rk 的 E 1和F 的广义特征向量为 uk, 即
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Fuk = rkE 2uk, k = 1, 2, ⋯, n0;相应于 r-k的 E
*
2 和F

*

的广义特征向量为 v k, 即 F
*
v k = r

-
kE

*
2 v k, k = 1, 2,

⋯, n0。则{E 2uk}
n
0
1 和{ v k}

n
0
1 之间满足如下关系

〈E2uk, v k〉=
1, 　k = l,

0, 　k ≠ l,
　k, l = 1, 2,⋯, n0

( 2. 22)

3　主要结果及证明

　　令 J 1 = { 1, 2, ⋯, n0 ) , J 2 = { 1, 2,⋯} , J
N
2 = { 1,

2, ⋯, N }  J 2 ,则有如下定理:

　　定理 1　若系统( 1. 1) 和( 1. 4) 分别满足假设1

和假设 2; E
+
1 存在; bk = 〈b, ∀ k〉≠ 0, k ∈ J

N
2 ; {!k) N1

是由任意 N 个复数所构成的集合,且满足 !i ≠ !j ( i
≠ j ; i , j = 1, 2,⋯, N ) , !i∈�p ( E1 , A ) ∩�p ( E2 , F) ;

d j = 〈R( !jE 2, F ) k0, g〉≠ 0, j ∈ J
N
2。则存在 g0, 使

{!i} i∈J N
2
∪ {�k }∞N + 1  �p ( B0 , T 0) , 且

　　g0 = ∑
N

k= 1
gk∀ k + [ I - ( E

*
1 ) + E

*
1 ] a ( 3. 1)

其中

gk =
!-k - �-k

b
-
k
∏
N

j= 1 , j≠k

!-j - �-j
�-j - �-k ×

∑
N

j= 1

!-j - �-j
d
-

j ( !-j - �-k ) ∏
N

i= 1, i≠j

!-j - �-i
!-j - !-i ( 3. 2)

a是 H 中任一元素。

　　证明　在引理5中 , 令x i = 〈R ( !iE 2 , F ) k0 ,

g〉�E1R(!iE 1, A ) b, i∈ J
N
2 ; y k+ N = E 1#k+ N , k = 1, 2,

⋯。H
N - 1
i 表示由{ x 1, x 2,⋯, x N , y N + 1, y N + 2 ,⋯} 生成

的闭线性子空间,则 x i � H
N - 1
i , i = 1, 2, ⋯, N。事实

上,若 x i ∈H
N - 1
i , i = 1, 2,⋯, N ,则存在复数列 ∃1,

∃2, ⋯, ∃N ,⋯, 使

d iE 1R (!iE1 , A ) b = ∑
N

j = 1, j≠i

∃jy j + ∑
∞

k= N + 1
∃ky k =

∑
N

j= 1, j≠i

∃jd jE 1R (!jE 1, A ) b + ∑
N

k= 1
∃k+ NE 1#k+ N ( 3. 3)

由式( 2. 21) 和( 3. 3) 得

d j〈E1R( !iE 1, A ) b, ∀ l〉=

∑
N

j= 1
∃j d j〈E 1R (!jE 1, A ) b, ∀ l〉

l = 1, 2,⋯, N ( 3. 4)

因为(!-j - �-l) E *
1 ∀ l = !-jE*

1 ∀ l - �-lE*
1 ∀ l = (!-jE *

1 -

A
* ) ∀ l, l = 1, 2,⋯, N ,故有

E
*
1 ∀ l =

1
!-j - �-l (!

-
jE

*
1 - A

* ) ∀ l

l = 1, 2,⋯, N ( 3. 5)

将式( 3. 5) 代入( 3. 4) ,有

　
d ibl

!i - �l = ∑
N

j= 1

∃j d j

!i - �l ,　l = 1, 2, ⋯, N ( 3. 6)

令d j l =
1

!i - �l ; j , l = 1, 2,⋯, N , DN = [ d j l ] N×N , 则

有

　det DN =

　( - 1)
N ( N - 1) / 2

∏
1≤i< j≤N

(!i - !j ) ∏
1≤i< j≤N

(�i - �j )

∏
N

i= 1
∏
N

j= 1

(!i - �j )

( 3. 7)

从而 det DN ≠ 0。因此式( 3. 6) 无解,故 x i � H
N - 1
i ,

i = 1, 2, ⋯, N。由引理 5,存在 g01∈ H ,使

d i〈E 1R (!iE1 , A ) b, g 01〉= 1, 　i = 1, 2,⋯, N

( 3. 8)

〈E1#k+ N , g01〉= 0,　k = 1, 2,⋯, N ( 3. 9)

由引理4和式( 3. 8) 得!i∈ �p ( B0 , T 0) , i = 1, 2,⋯,

N。令 % k =
#k
0
, k ∈ J / J N

2 , 应用式( 3. 9) ,得

T 0% k =

A 0

0 F

#k

0
+

0 G

G0 0
=

A #k
0

+
0

G 0#k
=

A #k

〈E 1#k, g 01〉k0
=

�kE1#k
0

= �k
E1 0

0 E 2

=

#k
0
= �kB % k

因此{�k }∞N + 1  �p ( B0 , T 0)。应用式( 3. 8) 和( 3. 9) , 有

g 01 = ∑
N

k= 1
gk∀ k ,且

　∑
N

k= 1

g
-

k
bk

!i - �k =
1
d i
, 　i = 1, 2,⋯, N ( 3. 10)

方程( 3. 10) 的解为

g
-

k =
!k - �k

bk ∏
N

j= 1, j≠k

!j - �j
�j - �k×

∑
N

j= 1

(!j - �j )
d j ( !j - �k )∏

N

i= 1

!j - �i
!j - !i

满足式( 3. 8) 和( 3. 9) 的 g01不是唯一的。事实上, 令

g0 = g 01 + [ I - ( E*
1 ) + E

*
1 ] a

其中 a 是 H 中任一元, 可以直接证明 g 0也满足式

( 3. 8) 和( 3. 9)。□

(下转第 166页)
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令

( A - nI ) z = 0

z 1 + z 2 = 1
( 7)

解得 z 1 =
a

a + 1
, z 2 =

1
a + 1

。特别地, 如果 A 取式

( 4) 的值, 则 z 1 = 3/ 4, z 2 = 1/ 4;如果 A 取式( 5) 的

值,则 z 1 = z 2 = 1/ 2。

3. 3　筛选备选方案

由于各价值(效用) 函数都是线性相互独立的,

因此可用简单加性加权法来筛选方案。我们在用简

单加性加权法进行排序时, 折中方法在设定了各个

目标的权系数后, 对每个方案求各属性的加权和。例

如对第 i个方案,有

ui = z 1d i1 + ⋯ + z nd in,　i = 1, 2,⋯, m ( 8)

式中, z k ( k = 1, 2, ⋯, n) 是第 i个属性的权, d ij ( j =

1, 2,⋯, n) 是第 i 个方案的第 j 个属性规范化后的

值。如果决策问题有 m 个方案, 则求得 u1, u2, ⋯, um

后再作比较, 选择 u i 值最大的方案作为最优方案。

4　结果分析

　　利用上述方法,对三峡大坝施工通航期的过闸

船型船队进行了多次试排。结果表明,在过闸船只为

大型船队的情况下, 闸室的最大利用率可以达到

96% , 比目前国内大型船闸的实际闸室利用率高

40%～50%,而且最大过闸平均吨位(每次编排的最

大吨位取平均)达到 7 300 t 以上,平均闸室利用率

可达 89%,平均等待时间为 35～45 m in。如果将该

方法应用于实际系统,将达到令人满意的效果。
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4　结　　论

　　本文在假设 J
N
2 = { 1, 2,⋯, N } 下,应用算子的

广义逆给出了一类耦合广义系统的极点配置问题的

解及解的构造性表达式,这对分析某些广义系统是

十分重要和方便的。若用 J 2 = { 1, 2, , ⋯} 来代替

J
N
2 ,则本文关于耦合广义系统的极点配置问题的解

及解的构造性表达式尚需进一步研究。
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