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非完整移动机器人的轨迹跟踪控制
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摘　要: 讨论基于运动学模型的非完整移动机器人的轨迹跟踪控制问题。在一定的假设条件下实现了

全局指数跟踪,该假设允许参考模型角速度和平移速度均趋于零,并将该方法推广到动力学模型。仿真

例子证明了该方法的有效性。
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Trajectory track ing con trol of nonholonom ic m obile robots
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(D epartm ent of A utom atic Contro l, Sou theast U niversity, N an jing 210096, Ch ina)

Abstract: T he tra jecto ry track ing con tro l p rob lem of the k inem atic model of a mobile robo t w ith

nonho lonom ic constra in ts is discussed. Given som e m ild condit ions, the reference model can be globally

tracked w ith exponen tia l convergence. T he m ethod especia lly so lves the track ing p rob lem of the

reference model w ho se angu lar velocity and linear velocity bo th tend to zero. T he m ethod is also

ex tended to the dynam ic ex tension model of nonho lonom ic mobile robo ts. Sim ulation resu lts validate

the theo retical resu lts.
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1　引　　言

　　近年来,非完整控制系统已成为机械控制系统

研究的一个热点。作为一类典型的非完整系统,移动

机器人的镇定问题引起人们的广泛关注[1, 2 ]。相对而

言,对非完整移动机器人的跟踪问题研究得则较少。

根据参考轨迹是否为时间的函数,跟踪控制可分为

路径跟踪和轨迹跟踪。一般说,对后者的研究要困难

得多。本文主要研究移动机器人的轨迹跟踪控制问

题。

　　文献[ 3 ]在对跟踪系统误差模型线性逼近的基

础上进行控制律设计,由此得到的跟踪控制律只能

保证局部跟踪。为了得到完全线性化模型及全局跟

踪控制律, [ 4 ]利用微分平坦的概念,引入动态反馈

使得扩展系统完全线性化,由此得到指数收敛的跟

踪控制律。该类动态反馈方法不足之处是闭环系统

存在奇异点,并且动态控制器维数较高。一种对此改

进的方法是[ 5, 6 ]提出的一维动态跟踪控制器方法,

由此得到的闭环系统无奇异点且为全局跟踪,但该

方法要求参考模型角速度不趋于零。 [ 7, 8 ]利用

L yapunov直接方法和积分 back stepp ing 方法,可对

移动机器人以及更一般的模型链式系统进行全局跟
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踪控制,条件是参考模型的平移速度和角速度最多

只能有一个趋于零。[ 9 ]将终端滑动模态方法应用于

移动机器人的跟踪控制,使得对角速度不为零的参

考模型,移动机器人在有限时间内完全跟踪。

　　综上所述,已有的非完整移动机器人全局跟踪

方法或有奇异点,或无法适用于参考模型角速度趋

于零或角速度与平移速度均趋于零的情况,跟踪问

题还有许多难点未解决。本文以非完整移动机器人

运动学模型为对象,对其全局跟踪问题进行研究。对

满足一定条件的参考模型可以实现全局指数跟踪,

其中包括参考模型角速度和平移速度均趋于零这类

情况,并将该方法推广到动力学模型。仿真例子证明

了该方法的有效性。

2　移动机器人模型及跟踪问题描述

　　本文研究对象为非完整移动机器人,其动力学

特性由下列微分方程描述[3 ]

xα= v co s Η,　yα= v sin Η,　Η
õ

= Ξ (1)

其中, v和Ξ分别为移动机器人的平移速度和转动速
度, (x , y ) 为机器人质心的笛卡儿坐标描述, Η为其
前进方向与x 轴的夹角。对式 (1) 进行坐标与控制输

入变换,可得如下三阶链式模型[3 ]

xα1 = u 1,　xα2 = u 2,　xα3 = x 2u 1 (2)

此时得到相应的跟踪误差模型

xα1e = u 1 - u 1d ,　xα2e = u 2 - u 2d

xα3e = x 2u 1 - x 2d u 1d = x 2eu 1d - x 2 (u 1 - u 1d )

(3)

　　跟踪问题描述为:寻找控制律 u1 ( t) 和 u 2 ( t) ,使

得对任意初始跟踪误差 (x 1e (0) , x 2e (0) , x 3e (0) ) , 闭

环系统轨迹一致有界并收敛于零。

3　跟踪控制律设计

3. 1　运动学情况

本文对式 (3) 系统作如下假设:

假设1　u 1d ( t) = f ( t) g ( t) ,这里对任意 t∈ [ 0,

+ ∞) ,有 f ( t) 连续有界且 f ( t) ≠ 0; f
õ

( t) 连续有界

且满足M 1≤ f d ( t) ≤M 2,其中 f d ( t) = f
õ

( t) öf ( t) ,

M 1 和M 2 为常数。

假设2　g ( t) , gα( t) , gβ( t) 连续有界,且存在常数

G > 0,对任意 Ε> 0,都存在 t1 (Ε) ≥ 0,使 g ( t) 满足

∫
t

0
(G - g 2 (Σ) ) dΣ< Εt,　Π t≥ t1 (4)

　　注 1　假设 1和假设 2意味着可将 u1d ( t) 分为

两部分: f ( t) 与 g ( t)。连续函数 f ( t) 在 t ∈ [ 0, +

∞) 区间不过零点,即 f ( t) 不变号,在[ 0, + ∞) 区

间恒大于零或恒小于零,但 f ( t) 在 t→∞时可以趋

于零。这两个假设使得本文方法与[ 5～ 8 ]等文献的

方法截然不同。根据假设 1,对任意 t∈ [ 0, + ∞) ,

易证必有M 1≤0,且当 f ( t) 趋于零时,必有M 1 < 0。

假设 1实际上限制了被跟踪轨迹趋于零的速率不能

比指数收敛更快,因为我们所设计的系统,其状态是

指数收敛的。

　　注 2　假设 2意味着当 t→∞时 g ( t) 不趋于

零。因为若 g ( t) → 0 ( t→∞) ,则不可能找到一个常

数G > 0使得式 (4) 满足。而式 (4) 意味着g 2 ( t) 中可

由一个正分量G来逼近,随着时间增长,逼近的累计

误差∫
t

0
(G - g 2 (Σ) ) dΣ增长率比线性增长率慢。工程

中常见的满足假设 2的有下列两种情况:

　　1) 任意g ( t) 和gα( t) 连续有界,周期为T > 0的

非零函数 (包括 g ( t) 为常数的情况) ,即 g ( t) = g ( t

+ T )。可以证明,取G =
1
T∫

T

0
g 2 ( t) d t > 0时,假设 2

满足。

　　2) 若 g ( t) 连续有界,极限lim
t→∞

g 2 ( t) 存在且为有

界的正的常数,取G = lim
t→∞

g 2 ( t) 时,假设 2满足。

　　注 3　将参考信号 u 1d ( t) 分为两部分,原因是

当 u 1d ( t) → 0时,很难直接利用该信号进行控制。若

将该信号分为两部分,一部分为 t→∞时趋于零但

在[ 0, + ∞) 不过零的 f ( t) ,而另一部分为允许过零

但 t→∞时不趋于零的有界信号 g ( t)。因为 f ( t) 不

过零, 这样可以利用一种“除法”的坐标变换从

u 1d ( t) 中“除”去 f ( t) , 由于剩下的 g ( t) 信号不趋于

零,当其满足假设 2时,可以从中提取出有用分量G

进行控制。而当 u 1d ( t) 不趋于零时, f ( t) 可看成是常

数, 只要 g ( t) 信号满足假设 2, 同样可以采用该方

法。

　　对系统 (3) 采用坐标变换

y 1e = x 1e,　y 2e = x 2e,　y 3e = x 3eöf (5)

整理得

yα1e = u 1 - u 1d ,　yα2e = u 2 - u 2d

yα3e = g ( t) y 2e -
f
õ

( t)
f ( t)

y 3e +

　　
(x 2d + y 2e) (u 1 - u 1d )

f

(6)
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　　对给定的 f ( t) ,设计 u 1使得 y 1e ( t) 收敛于零并

使 Ω( t) = (u1 - u 1d ) öf → 0。此处不妨取

u 1 = u 1d - k 4y 1e,　k 4 > - M 1 (7)

则有

y 1e ( t) = y 1e (0) e- k4 t→ 0,　t→∞ (8)

易得

ûΩ( t) û ≤ k 4
y 1e (0)
f (0) e- (k4+ M 1) t (9)

　　对 u 1 ( t) 采用上述设计使得 y 1e ( t) 指数收敛于

零,此时系统 (6) 中另外两个状态 (y 2e ( t) , y 3e ( t) ) 组

成的子系统, 可看成一个带时变扰动的线性时变系

统,即

yα2e = u 2 - u 2d

yα3e = (g ( t) + Ω( t) ) y 2e -

　　f d ( t) y 3e + x 2d ( t) Ω( t)

(10)

令 y = y 2e + k 3g ( t) y 3e,则有

yα= u 2 - u 2d + k 3gα( t) y 3e +

k 3g ( t) ( (g ( t) + Ω( t) ) y 2e -

f d y 3e + x 2d ( t) Ω( t) )

取

u 2 = u 2d - k 3gα( t) y 3e - k 3g ( t) ×

( (g ( t) + Ω( t) ) y 2e + f d y 3e -

x 2d ( t) Ω( t) ) - ky (11)

其中 k > 0,则有

yα= - ky (12)

　　引理 1　在假设 1和假设 2下,考虑如下系统

xα= (- k 3g 2 ( t) - k 3g ( t) Ω( t) - f d ) x + Ω
～

( t)

(13)

其 中 , û Ω
～

( t ) û ≤C 1 e- Κt , C 1≥ 0 , Κ> 0。当 k 3 >

- M 1öG 时, x ( t) 一致有界并且指数收敛于零。

　　证明　系统 (13) 的状态转移矩阵为 5 ( t) =

e∫
t
0 (- k3g 2 (Σ) - k3g (Σ) Ω(Σ) - f d

(Σ) ) dΣ。由假设 1和假设 2,对所有 t

≥ t1 (Ε) ,有

∫
t

0
(- k 3g 2 (Σ) - k 3g (Σ) Ω(Σ) - f d (Σ) ) dΣ≤

- (k 3G + M 1 - k 3Ε) t + k 3M 0C 1öΚ (14)

　　由假设 k 3 > - M 1öG ,取Ε满足 0 < Ε< (k 3G +

M 1) ök 3, 则有 Λ = k 3G + M 1 - k 3Ε> 0。令 C 2 =

ek3M 0C1öΚ,则系统 (13) 的状态转移矩阵有关系式 5 ( t)

≤C 2e- Λt, t≥ t1。系统 (13) 的解可表示为

x ( t) = 5 ( t) x (0) +∫
t

0
5 ( t - Σ) Ω

～

(Σ) dΣ (15)

且有

5 ( t1) x ( t) =

5 ( t) x ( t1) + 5 ( t1)∫
t

t1

5 ( t - Σ) Ω
～

(Σ) dΣ

　　　　　　t≥ t1 (16)

由式 (16) 得

û5 ( t1) x ( t) û ≤

5 ( t) ûx ( t1) û +∫
t

t1

5 ( t1 + t - Σ) ûΩ
～

(Σ) ûdΣ

　　　　　　t≥ t1 (17)

式 (17) 又可写成

û5 ( t1) x ( t) û ≤

C 2e- Λt (ûx ( t1) û + e- Λt∫
t

t1

C 1e
(Λ- Κ) ΣdΣ) (18)

不等式 (18) 右边可写成

C 2e- Λt (ûx ( t1) û + e- Λ t1∫
t

t1

C 1e
(Λ- Κ) ΣdΣ) =

C 2e- Λt (ûx ( t1) û + C 1e- Λt1 ( t - t1) ) ,　Λ = Κ

C 2 (e- Λtûx ( t1) û +
C 1e- Λt1

Λ - Κ(e- Κt - e- Λte (Λ- Κ) t1)

　　　　　Λ≠ Κ
(19)

由式 (15) 可以看出 x ( t1) 有界。由式 (18) 和 (19) ,

5 ( t1) x ( t) 一致有界且指数收敛于零。因为 5 ( t1) 为

有界的正常数,所以 x ( t) 亦一致有界且指数收敛于

零。□

　　定理 1　在假设 1和假设 2下,当 x 2d ( t) 有界且

k > 0, k 4 > - M 1, k 3 > - M 1öG 时, 控制律 (7) 和

(11) 使得系统 (3) 中状态一致有界且满足状态指数

趋于零,即系统 (1) 一致跟踪系统 (2) 且跟踪误差指

数收敛到零。

　　证明　采用式 (5) 坐标变换将系统 (3) 变换成

系统 (6)。当 k 4 > - M 1 时,式 (7) 控制律 u 1 ( t) 使得

状态 y 1e ( t) 即 x 1e ( t) 一致有界并指数收敛于零。根据

式 (12) 有 y ( t) = y (0) e- k t,代入式 (10) 有

yα3e = (- k 3g 2 ( t) - k 3g ( t) Ω( t) - f d ) y 3e +

　　　 (g ( t) + Ω( t) ) y (0) e- k t + x 2d ( t) Ω( t) (20)

令 Ω
～

( t) = (g ( t) + Ω( t) ) y (0) e- k t + x 2d ( t) Ω( t) ,因

为 g ( t) 和 x 2d ( t) 为有界函数, 令 ûx 2d ( t) û ≤M 4,

ûg ( t) û ≤M 0。由式 (9) 得

　　　ûΩ
～

( t) û ≤

　　　 M 0 + k 4
y 1e (0)
f (0) e- (k4+ M 1) t y (0) e- k t +

　　　M 4k 4
y 1e (0)
f (0) e- (k4+ M 1) t
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取Κ= m in{k , k 4 + M 1} > 0,易知存在常数C 1≥ 0,

使得 ûΩ
～

( t) û ≤C 1e- Κt, Π t≥ 0。

　　对式 (20) 应用引理 1,则当 k 3 > - M 1öG时, y 3e

为一致有界且指数趋于零。因为 f ( t) 为有界函数,

所以 x 3e = f ( t) y 3e 亦为一致有界且指数趋于零。此

时, x 2e = y 2e = y - k 3g ( t) y 3e 亦为一致有界且指数

趋于零。利用式 (3) 坐标变换的反变换, 易得系统

(1) 一致跟踪系统 (2) 且跟踪误差指数收敛到零。□

　　注 4　对跟踪控制律 (7) 和 (11) , 采用坐标变

换的反变换[3 ] 即可得到关于原系统坐标描述的控

制律。此略。

3. 2　动力学情况

考虑非完整移动机器人的动力学简化情况, 即

系统 (3) 加上两个积分器

xα1e = u 1 - u 1d ,　xα2e = u 2 - u 2d

xα3e = x 2eu 1d - x 2 (u 1 - u 1d )

uα1 = v 1,　uα2 = v 2

(21)

此时控制输入为 v 1 和 v 2,可看成是施加在非完整移

动机器人的广义力或广义力矩。

　　对系统 (21) 采用与式 (5) 相同的坐标变换,整

理得

yα1e = u 1 - u 1d ,　yα2e = u 2 - u 2d

yα3e = g ( t) y 2e -
f
õ

( t)
f ( t)

y 3e +

　　
(x 2d + y 2e) (u 1 - u 1d )

f

uα1 = v 1,　uα2 = v 2

(22)

　　设计 v 1使得 y 1e ( t) 收敛于零并使Ω( t) = (u 1 -

u 1d ) öf。此处不妨取

v 1 = uα1d - k 5k 6y 1e - (k 5 + k 6) (u 1 - u 1d )

k 6 > k 5 > - M 1 ≥ 0 (23)

则有 yβ1e + (k 5 + k 6) yα1e + k 5k 6y 1e = 0,因此

u 1 - u 1d = yα1e ( t) =

C 5e- k5 t + C 6e- k6 t→ 0,　t→∞

其中C 5和C 6为与初值 y 1e (0) 和 yα1e (0) 有关的常数。

由此推出 ûΩ( t) û ≤C 7e- (k5+ M 1) t,其中C 7为某个与初

值有关的有界正的常数。

　　对 v 1 ( t) 采用上述设计,使得 y 1e ( t) 指数收敛于

零,此时系统 (22) 中其它状态组成的子系统为

yα2e = u 2 - u 2d

yα3e = (g ( t) + Ω( t) ) y 2e -

　　　f d ( t) y 3e + x 2d ( t) Ω( t)

vα2 = u 2

(24)

令 y = y 2e + k 3g ( t) y 3e,则有

yβ= v 2 - uα2d + [k 3gα( t) y 3e +

k 3g ( t) ( (g ( t) + Ω( t) ) y 2e -

f d y 3e + x 2d ( t) Ω( t) ) ]′

取

v 2 = uα2d - [k 3gα( t) y 3e + k 3g ( t) ( (g ( t) +

Ω( t) ) y 2e - f d y 3e + x 2d ( t) Ω( t) ]′-

k 7k 8y - (k 7 + k 8) yα (25)

其中 k 8 > k 7 > 0,则有

yβ+ (k 7 + k 8) yα+ k 7k 8y = 0

　　定理2　在假设1和假设2下,当uα1d ( t) , uα2d ( t) ,

x 2d ( t ) 有界 , 且k 8 > k 7 > 0 , k 6 > k 5 > - M 1 , k 3 >

- M 1öG 时,控制律 (23) 和 (25) 使得系统 (21) 中状

态一致有界且满足状态指数收敛。

　　证明与定理 1的证明过程类似,此略。

4　仿真结果

　　 选取参考输入 v d = e- 0. 5tsin0. 5t m ös, Ξd =

e- 0. 5tsin0. 5t radös, 此时参考模型轨迹为 x d ( t) =

sinΗd ( t) - sinΗd (0) + x d (0) , y d ( t) = - co sΗd ( t) +

co sΗd (0) + y d (0) , Ηd ( t) = [ 1- (sin0. 5t+ co s0. 5t)×

e- 0. 5t ] + Ηd (0)。

　　相应有 u1d = Ξd radös, u 2d = Ξd (co s (Ηd ( t) -

Ηd (0) ) - x d (0) sinΗd ( t) + y d (0) co sΗd ( t) )m ös。注意

图 1　跟踪误差曲线　　　　　　图 2　控制量变化曲线　　　　　　图 3　平面跟踪轨迹
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x 2d ( t) 有界, u 2d ( t) 和 u 1d ( t) 趋于零。

　　取初值 x d ( 0 ) = - 0. 8 4 1 5m , y d ( 0 ) =

0. 459 7 m , Ηd (0) = - 1. 0 rad, x (0) = - 1. 131 3

m , y (0) = - 0. 016 5 m , Η(0) = 0. 8 rad,即 x 1e (0)

= 1. 8 rad, x 2e (0) = 0. 041 5 m , x 3e (0) = - 1. 259 7

m。采用控制律 (7) 和 (11) ,这里, f ( t) = e- 0. 5t, f d =

- 0. 5 , M 1 = - 0. 5 , g ( t ) = s in 0. 5 t , G =

1
4Π∫

4Π

0
sin20. 5td t = 1ö2。选取参数 k = 2. 5, k 3 = 2 >

- M 1öG = 1, k 4 = 3 > - M 1,仿真结果如图1～ 图

3所示。由图 3可以看出,系统轨迹最终跟踪参考轨

迹收敛到原点,实现了逼近参考轨迹基础上的镇定。

5　结　　论

　　本文对基于运动学模型的非完整移动机器人的

全局跟踪问题进行研究,对满足假设的一类参考模

型可实现全局指数跟踪。尤其是对参考轨迹趋于静

止的情况,对参考轨迹的成功跟踪相当于实现了在

逼近给定轨迹基础上的镇定问题。仿真例子证明了

该方法的有效性。目前,本文方法只考虑了低阶非完

整系统的轨迹跟踪问题,高阶情况将是今后进一步

研究的课题。
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