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摘　要: 证明了任何一个变量有界的整数规划问题 ( IP)和混合整数规划问题 (M IP)都可以转化为一个

等价的非整数 (或连续化)规划问题 (N IP) , 并给出一个用非线性精确罚函数法来求解该等价N IP 的方

法,从而达到求解 IP 或M IP 的目的,数值实验表明了算法的可行性。该方法可广泛用于各应用领域里

IP 和M IP 的求解,特别是为非线性 IP 和M IP 问题提供了一条通用的求解途径,对解决许多实际优化

问题具有重要意义。
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Abstract: In teger p rogramm ing ( IP ) p rob lem s and m ixed in teger p rogramm ing (M IP ) p rob lem s w ith

bounded variab les are transfo rm ed in to equ ivalen t non2in teger (o r con tinuous) p rogramm ing (N IP )

p rob lem s. IP and M IP are so lved by using non2linear exact penalty functions op tim ization w ith the

algo rithm of gradien t o r genetic algo rithm. T h is m ethod can be used to so lve m any p rob lem s of IP s and

M IP s in the app licat ion fields, including p ractical p rob lem s in the engineering and m anagem ent.

N um erical examp les illustra te the feasib ility of the algo rithm.
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1　引　　言

　　整数规划 ( IP)和混合整数规划 (M IP)问题是当

今国际上最优决策与应用领域里的一个极为重要的

分支[1～ 10 ],机械、化工、计算机、经济、生物、军事、社

会等各领域里的许多优化问题均可归结为 IP 或

M IP 问题,并且大多数的组合优化问题都可以写成

一个 IP或M IP问题[1 ] , 如背包问题、旅行商问题、
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最短路问题、选址问题、分配问题和生产与存储计划

问题等[1～ 3 ], 因此如何求解 IP 和M IP 问题是一个

重要的研究领域。由于问题的可行解区域为离散点,

所以一般不能用连续区域的求解算法,而只能用特

殊方法求解,因此这方面的研究非常困难。随着计算

技术的快速发展,人们已研究出许多快速求解非整

数规划的算法,如变尺度法、内点法、罚函数法、信赖

域法等[1 ] ,这些算法具有良好的收敛性和收敛速度

快等特点,可用于大规模问题的求解,但遗憾的是不

能将这些方法用于求解 IP 和M IP 问题。然而,如果

我们能将 IP 和M IP 转化成等价的非整数规划问题

(N IP) ,便可以使用这些方法来求解,显然这是非常

有意义的工作。如文献[ 4 ]对 021整数规划的转化做

了这方面的工作,文献[ 5 ]研究了线性 021整数规划

的转化并给出一个代数求解算法,但这方面研究国

内外还很少,并未引起人们的重视。

　　求解非线性 IP 和M IP 一直没有好的方法,尽

管割平面法和分支定界法[1 ]对小规模线性问题十分

有效,但当问题规模较大时,这两种方法对于问题的

求解几乎没有任何作用。近年来,人们研究了许多新

的算法来求解 IP 或M IP,如随机搜索、模拟退火和

遗传算法等[3, 6, 7 ] ,在解决 IP 和M IP 方面起到了很

大作用,特别是与罚函数的结合来求解优化问题取

得了成功[4, 6～ 8 ]。因此, 寻找更好的方法求解 IP 和

M IP 是近年来人们一直在研究的重要课题。尽管文

献[ 5 ]也给出了一个转化算法,但主要适宜 021线性

规划问题。本文证明了任何一个 021规划问题都可

以转化成等价的N IP, 并且变量有界的 IP 和M IP

都可以转化为一个等价的N IP, 这种转化方式非常

简单,仅仅是在原问题中对每一个整数变量增加一

个约束方程; 然后用非线性罚函数方法来求解这个

等价的N IP。当然,也可以用现有的各种解析算法来

求解等价的N IP。

2　整数规划或混合整数规划转化为非
整数规划

　　设函数 f : R n→R 1∪ {∞}, g i: R n→R 1 ( i∈ I ) ,

h j: R n →R 1 ( j ∈J ) ,其中 I = {1, 2,⋯,m }, J = {1,

2,⋯, q}。考虑下面的最优规划问题

IP 或M IP

m in f (x )

s. t. x ∈X , g i (x ) ≤ 0, h j (x ) = 0

　　i = 1, 2,⋯,m ,　j = 1, 2,⋯, q

(1)

如果X 是整数点集,则称 IP 为整数规划;如果X 中

部分分量是整数的, 则称M IP 为混合整数规划; 如

果X 中所有元素均取 0或 1值,则称 IP为 021规划。

设可行解集

X 0 = {x ∈R nûx ∈X , g i (x ) ≤ 0, h j (x ) = 0,

i = 1, 2,⋯,m , j = 1, 2,⋯, q} (2)

则有下面定理:

　　定理 1　任何一个 021规划问题 (021 IP) 都可

以转化为一个等价的非整数规划问题 (N IP) , 即等

价的N IP 的最优解也是 021 IP 的最优解。

　　证明　在 021 IP中,设 x = (x 1, x 2,⋯, x n) T∈

X 0,任何 x k = 0或 1 (k = 1, 2,⋯, n ) 都等价于下列

方程有解: x 2
k - x k = 0。则有下面的非整数规划问题

　　N IP 　

m in f (x )

s. t. g i (x ) ≤ 0, i = 1, 2,⋯,m

　　h j (x ) = 0, j = 1, 2,⋯, q

　　x 2
k - x k = 0, k = 1, 2,⋯, n

(3)

显然 021 IP 与N IP 具有相同的可行域,因此二者等

价。□

　　推论 1　如果在X 中取整数的变量有界,则整

数规划问题或混合整数规划问题都可转化为一个等

价的非整数规划问题。

　　证明　设 x = (x 1, x 2,⋯, x n) T ∈X 0,若 x 1要

求是一个整数变量,因 x 1 有界,不失普遍性,不妨设

0≤ x 1 ≤L ,那么 x 1 可以表示成一个 2进制数,即

x 1 = y 020 + y 121 + ⋯ + y s2s (4)

其中, s = [ log2L ] + 1, y k = 0或 1 (k = 1, 2,⋯, s)。

所以 x 的整数变量可以转化成仅取0或1的变量,于

是 IP便可以转化成等价的021规划问题,根据定理1

知推论成立。

　　我们还可以给出另一种转化形式来证明推论 1

成立。设 x = (x 1, x 2,⋯, x n) T ∈X 0,若 x k (k = 1, 2,

⋯, n) 要求是一个有界整数变量,即要求 x k 属于区

间[ak , bk ] 中的整数,不妨设 ak , bk 是整数,则有下面

的非整数规划问题

N IP′　

m in f (x )

s. t. g i (x ) ≤ 0,　i = 1, 2,⋯,m

　　h j (x ) = 0,　j = 1, 2,⋯, q

　　 (x k - ak ) (x k - (ak + 1) )⋯

　　 (x k - bk ) = 0, k = 1, 2,⋯, n

(5)

因为方程 (x k - ak ) (x k - (ak + 1) )⋯ (x k - bk ) =

0的解 x k 显然是属于区间 [ak , bk ] 中的整数, 因此

N IP′也是 IP 的等价问题,故推论 1成立。□

　　定理 1和推论 1及其证明给出了 IP 和M IP 转
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化为非整数规划的两种方法,即连续化的方法。当转

化后的目标函数和约束全部可微时, 我们便可用现

有的许多算法求解转化后的问题[1 ]。下面研究一种

将转化的等价问题进一步化为无约束优化问题的求

解方法。

3　用非线性精确罚函数法来求解等
价的 N IP

　　近年来对非线性罚函数理论的研究取得了很

大进展。非线性罚函数具有良好的特性,如光滑性和

精确性[9, 10 ] ,为解决约束优化问题提供了新的途径。

由上节可以将 IP问题转化成等价的N IP问题,然后

利用非线性精确罚函数求解,尽管约束的个数增加,

但随着现代计算机性能的飞速提高, 使许多大规模

计算问题变得可行。这里我们总认为已将 IP 转化成

下面的N IP

　N IP　

m in f (x )

s. t. x ∈X , g i (x ) ≤ 0, h j (x ) = 0

　　i = 1, 2,⋯,m ,　j = 1, 2,⋯, q

(6)

设 g +
i (x ) = m ax{0, g i (x ) }, i∈ I。考虑下面N IP 对

应的非线性罚函数法

F (x , Θ) =

f (x ) 2 + Θ∑
i∈I

g +
i (x ) 2 + Θ∑

j∈J

h j (x ) 2
1
2 (7)

其中Θ≥ 0。如果 g i (Π i∈ I ) 和 h j (Π j ∈J ) 是连续

可微的,显然 F (x , Θ) 也是连续可微的。考虑对应的

罚函数优化问题

P (Θ)　
m in 　F (x , Θ)

s. t. 　x ∈X
(8)

　　文献[ 9, 10 ]已经证明罚函数F (x , Θ) 在一定条

件下是一个精确罚函数, 即存在一个罚参数 Θ使得
罚问题 P (Θ) 的最优解也是原问题 (N IP) 的最优解。

下面给出求解整数规划或混合整数规划的一个算

法:

　　Step 0: 首先将整数规划 ( IP) 或混合整数规划

(M IP) 转化成非整数规划 (N IP) , 给出相应的非线

性罚函数优化问题;

　　Step 1: 给定开始点 x s及N > 1,置 k = 0;

　　Step 2: 使用一个开始点 x s,利用迭代算法求解

罚函数优化问题: lim
x∈X

F (x , Θk ) , 设 x k 是对应的最优

解;

　　Step 3: 如果 x k是可行解则停止,得到N IP的一

个解 x k; 否则, 设 Θk+ 1 = N Θk , 置 k: = k + 1, 重复

Step 2。

　　注 1　在实际计算中为了得到最优解,一般要

求目标函数 f 在X 上保持非负。如果存在 f (x ) < 0,

则用函数 ef (x ) 来替代 f (x ) 作为新的目标函数;如果

f (x ) 有界,则找一个充分大的整数M > f (x ) (x ∈

R n) ,使用函数 f (x ) + M 来替代 f (x ) 作为新的目

标函数, 这样并不影响原问题的最优解。Step 2的计

算可以采用梯度搜索或遗传算法计算。

　　定理 2　假设函数 f , g i (Π i∈ I ) 和 h j (Π j ∈

J ) 均是连续函数, lim
x→∞

f (x ) = + ∞。设由算法得到

的序列 x k对应的罚函数值F (x k , Θk ) 有界,如果存在

x k 是N IP 的可行解,那么 x k 也是N IP 的最优解;否

则,序列 x k 中没有一点是可行解,那么序列 x k 的任

意聚点 x 3 是有界的并且是N IP 的最优解。

　　证明　首先,如果 x k是N IP的可行解,我们证

明 x k也是N IP的最优解。显然F (x k , Θk ) = f (x k ) ,由

算法知 x k 是问题lim
x∈X

F (x , Θk ) 的最优解,即

f (x k ) ≤ F (x , Θk ) ,　Π x ∈X (9)

因此有 f (x k ) ≤ F (x , Θk ) = f (x ) , Π x ∈X 0。

　　现在证明第 2个结论。根据假设,存在某个数L

> 0使得

L > F (x k , Θk ) ,　k = 0, 1,⋯ (10)

假设 x k 无界, 设 x k →+ ∞ (k →+ ∞) , 因此由式

(10) 得L > f (x k ) →+ ∞,这便导致一个矛盾,因为

lim
x→∞

f (x ) = + ∞。

　　最后证明 x k 的任何极限点均属于 X 0。不失一

般性,不妨设 x k→ x 3 ,假设 x 3 | X 0,那么存在某个

i或 j使得 g i (x 3 ) > 0或 h j (x 3 ) ≠ 0。因为 g i ( i∈ I )

和 h j ( j ∈ J ) 是连续函数, 所以 F (x , Θk ) (k = 1, 2,

⋯) 也是连续函数。由假设我们有

L > F (x k , Θk ) ≥

(f (x k ) 2 + Θkg
+
i (x k ) 2 + Θkh j (x k ) 2) 1ö2 (11)

设 k→+ ∞ , 则Θk→+ ∞得到L > F ( x k , Θk ) →

+ ∞,导致一个矛盾,因此 x 3 ∈X 0。于是又有

F (x k , Θk ) ≤ F (x , Θk ) = f (x ) ,　Π x ∈X 0

(12)

设 k →+ ∞,则得 f (x 3 ) ≤ f (x ) , Π x ∈X 0。□
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表 1　N IPe和 N IPe′的最优解计算结果

k Θk

N IPe

x k = (x 1, x 2, x 3) f (x k)

N IPe′

x k = (x 1, x 2, x 3) f (x k)

0 103 (0. 263 6, 0. 164 8, 2. 127 2) 7. 417 5 (2. 000 0, 0. 002 4, 0. 004 8) 20. 952 4

1 104 (1. 000, 1. 002 0, 3. 002 0) 1. 992 1 (2. 000 0, 2. 000 0, 2. 000 5) 4. 998 0

2 105 (1. 000, 1. 000 2, 3. 000 2) 1. 999 2 (2. 000 0, 2. 000 0, 3. 000 0) 2. 000 0

3 106 (1. 000, 1. 000 0, 3. 000 0) 2. 000 0

4　计算实例

　　　　例 1　求下面整数规划问题

IPe

m in f (x ) = (x 1 - 1) 2 +

　 　　　　 (x 2 - 2) 2 + (x 3 - 4) 2

s. t. - x 1 + x 2 + x 3 ≤ 3. 5

　　x 1 + x 2 - x 3 ≤ 6

　　x 1, x 2, x 3 为≥ 0的整数

　　不难求得各变量的界分别为0≤ x 1≤6, 0≤ x 2

≤ 3. 5, 0≤ x 3≤ 3. 5,因此令 x 1 = y 1 + 2y 2 + 4y 3,

x 2 = y 4 + 2y 5, x 3 = y 6 + 2y 7。

　　由推论 1知,上面的整数规划可化为如下两个

等价的非整数规划

N IPe　

m in f (x ) = (y 1 + 2y 2 + 4y 3 - 1) 2 +

　　　 　 　 (y 4 + 2y 5 - 2) 2 +

　　　 　 　 (y 6 + 2y 7 - 4) 2

s. t. - y 1 - 2y 2 - 4y 3 + y 4 +

　　　2y 5 + y 6 + 2y 7 ≤ 3. 5

　　y 1 + 2y 2 + 4y 3 + y 4 +

　　　2y 5 - y 6 - 2y 7 ≤ 6

　　y 2
i - y i = 0,　i = 1, 2,⋯, 7

N IPe′　

m in f (x ) = (x 1 - 1) 2 +

　 　 　　　 (x 2 - 2) 2 + (x 3 - 4) 2

s. t. - x 1 + x 2 + x 3 ≤ 3. 5

　　x 1 + x 2 - x 3 ≤ 6

　　x 1 (x 1 - 1) (x 1 - 2)⋯ (x 1 - 6) = 0

　　x 2 (x 2 - 1) (x 2 - 2) (x 2 - 3) = 0

　　x 3 (x 3 - 1) (x 3 - 2) (x 3 - 3) = 0

　　用上节给出的算法分别求解N IPe和N IPe′,取

罚参数值Θ0 = 1 000,N = 10,N IPe的开始点是 (y 1,

y 2,⋯, y 7) = (8, 8,⋯, 8) ,N IPe′的开始点是 (x 1, x 2,

x 3) = (8, 8, 8)。在算法的Step 2中,用改进下降法求

得对应的罚优化问题的最优解 (见表 1)。

　　由表 1容易得出原问题 ( IPe) 的最优目标值是

f (x 3 ) = 2,最优解 x 3 = (1, 1, 3) 或 (2, 2, 3)。可以

看出,两种转化得到了原问题的两个不同最优解。

　　例 2　为验证算法的可行性和效率,我们使用

V C + + 6. 0在Pen t ium Ë (CPU ) (128M 内存) 机上

对下面 021整数规划模型进行了数值实验。

m ax f (x ) = x 1 + x 2 + ⋯ + x n

s. t. 　a i1x 1 + a i2x 2 + ⋯ + a inx n ≤ 10

　　　x 1, x 2,⋯, x n = 0或 1

其中a ij ( i = 1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, n ) 是0～ 2之间

的随机数。该模型的特征是线性约束系数的主要是

指在区间 [ 0, 2 ] 之间, 多数在 [ 0. 5, 1. 5 ] 中, 因此其

最优目标值一般是 7, 8或 9,这样构造模型便于我们

判断最优解是否能得到。这里 Step 2 采用的是一种

改进下降算法,每步迭代采用不同的起始点计算,以

避免收敛到局部最优。表 2 给出了 6 个模型的计算

结果。
表 2　各模型计算结果

模型大小 步数 k 目标值
小步率 1

(步ös)

小步率 2

(步ös)

30× 30 2 9. 000 000 92 92

60× 60 17 8. 000 000 67 67

90× 90 9 8. 000 001 41 41

100× 100 4 7. 000 000 39 39

200× 200 12 8. 000 000 7. 2 7. 5

300× 300 2 7. 000 001 4. 0 4. 3

　　说明　1) 表中目标值是对应步数 k得到的,由

于模型规模和系数值不同,所以迭代次数也不同。

2) 表中小步率 1是Step 2算法——改进下降法

中的每一步迭代的速度, 即每秒计算一步目标值的

次数,表明了程序执行速度。计算结果表明, 随着问

题规模的增大,执行速度大约按相应的倍数减慢,如

100× 100与 300× 300规模相差 9倍,但前者执行

速度仅快 9倍多。

　　3) 表中小步率 2是问题对应非整数规划 (去掉

021约束) 的每秒计算一步目标值的次数。从表中结

果看,与小步率 1相比,将 0或 1转化所增加的约束

个数, 对使用罚函数法计算的执行速度在规模 100
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× 100以下几乎没有影响, 随着问题规模的增大影

响将逐渐增加。

　　4) 对于大规模的该模型用普通的分支定界法

或割平面法求解,显然是很麻烦的。

5　结　　语

　　本文方法对于目标和约束具有很好的光滑性

时,采用经典的算法更好些,可以较好地保证收敛性

和速度。算法的复杂性问题与 Step 2中采用的算法

有关,数值例子表明,转化所增加的约束对中等规模

问题程序的执行速度影响并不明显。另外我们容易

将上述算法与遗传算法结合起来计算,这时的主要

问题是收敛速度会变得很慢,有关这方面的内容将

另文给出。

　　本文方法的优点是开辟了一条通用的求解 IP

的途径,可以结合不同的求解无约束问题方法进行

计算。根据推论 1,任何变量有界的 IP 或M IP 转化

成等价的N IP 或N IP′的方法,对于 021规划N IP 和

N IP′是一致的,同样对于非 021整数规划问题,N IP

和N IP′对于求解也是等价的,但究竟哪种形式更有

利于求解还有待于进一步研究。在实际中,许多问题

的变量都是有界的, 但有时变量有界明确给出, 因

此,我们可以通过约束来求出或估计变量的上下界,

一般很容易求出线性整数规划的变量的界。对于无

界变量的 IP 和M IP 问题还有待于进一步研究。
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