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摘　要: 研究两个单输入控制系统的同时稳定问题。证明了同时稳定两个单输入系统控制器解存在的

充分条件,给出了设计同时稳定两单输入系统控制器的具体表达式。该方法计算简单,便于实际控制系

统设计使用。通过算例给出了该方法的具体计算步骤。
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Analytical solution of the controller for simultaneously

stabilizing two single input control systems

WA N G Yao-qing

( Depar tment o f Automation, W uhan Univ ersity o f Science and Techno log y, W uhan 430081, China )

Abstract: T he problem o f simultaneously stabilizing tw o sing le input sy stems is studied. Sufficient

condit ions ar e given fo r t he ex ist ence o f the so lution to this pr oblem , and cor responding analyt ical

fo rm ulations ar e pr oposed t o design a simultaneous stabilization cont ro ller . The proposed r esults can be

easily applied in pr actical design. A numerical ex ample demonstr ates the designing pr ocedures.
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1　问题的提出

　　考虑如下两个单输入线性定常控制系统

x
�
1 ( t) = A 1x 1 ( t) + B 1u1 ( t) ( 1)

x
�
2 ( t) = A 2x 2 ( t) + B 2u2 ( t) ( 2)

在状态反馈控制器

ui ( t) = - K x i ( t) , 　i = 1, 2 ( 3)

控制下的闭环控制系统

x
�
i( t ) = ( A i - B iK ) x i ( t) , 　i = 1, 2 ( 4)

同时稳定的问题。其中, x i ( t) ∈Rn, u i( t ) ∈Rm(m

= 1)分别是状态变量和控制变量, A i和B i均为适

当维数的实数矩阵。

　　 该问题是鲁棒控制和容错控制中的一个重要

的研究领域, 近年来得到较多的研究
[ 1～3]
。其研究思

想一般是将系统同时稳定的控制问题转化为一个非

线性约束优化问题来求解 [ 1, 2] , 或是转化为一个非线

性方程组,进而用数值方法求解
[ 3]
。这些处理方法对

解存在的充分条件难以验证, 计算也比较麻烦。当充

分条件不存在时, 只能被动地试凑。文献[ 4, 5] 研究

了单输入控制系统同时镇定问题的最小二乘解法及

正交分解算法。但从总体上讲,利用解析方法研究上

述问题的文献还不多见。
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　　本文将给出同时稳定两单输入系统控制器的

解析解以及同时镇定两个单输入系统控制器解存在

的充分条件及其相应的设计方法。同文献[ 4, 5] 相

比,本文在分析控制系统特征的基础上,研究两个单

输入控制系统同时稳定的解析解法。该结果简便易

算,具有一定的工程应用价值,对进一步研究多个控

制系统的同时稳定问题的解析解法具有指导意义。

2　条件假设及符号定义

　　就单个系统( 1) 或( 2) 而言,在系统状态完全可

控的条件下, 由于可以通过状态反馈对其闭环控制

系统的极点进行任意配置, 所以首先定义

ui = - K 0x i,　i = 1, 2 ( 5)

通过设计矩阵 K 0 , 至少可使系统( 1) 和( 2) 的闭环

控制系统

x
�
i( t) = ( A i - B iK 0 ) x i( t ) ,　i = 1, 2 ( 6)

中的一个是渐近稳定的。不失一般性,本文假设系统

( 1) 是渐近稳定的。为方便起见, 同时假设系统( 1)

的极点互异, 并引入如下数学符号的定义。

　　系统( 1) 的开环特征多项式为 �( s) ,即

�( s) = det ( sI - A 1 ) =

ans
n + ⋯ + a1s + a0 ( 7)

特征值为�j , �j ∈C, �i≠�j , i≠ j , i , j = 1, 2,⋯, n。

并记

 j = [ 1　�j　⋯　�n- 1
j ] T , j = 1, 2,⋯, n ( 8)

! 1 = ( 1　 2　⋯　 n)

C1 = ( B1　A 1B 1　⋯　A
n- 1
1 B 1)

( 9)

H 1 = 第一行为[ a1　a1　⋯　an ] 的

　　左上三角 T oeplit z矩阵 ( 10)

　　系统( 2) 的开环特征多项式为 ∀( s) ,即

∀( s) = det ( sI - A 2) =

bns
n + ⋯ + b1s + b0 ( 11)

闭环控制系统

x
�
2( t ) = ( A 2 - B2K ) x 2( t ) ( 12)

的特征值为 #j , #j ∈ C, j = 1, 2,⋯, n。此外,还定义

　∃j = [ 1　#j　⋯　#n- 1
j ] T, j = 1, 2,⋯, n ( 13)

　! 2 = ( ∃ 1　∃ 2　⋯　∃n )

　C2 = ( B2　A 2B2　⋯　A
n- 1
2 B 2)

( 14)

　H 2 = 第一行为[ b1　b2　⋯　bn] 的

　 　　左上三角 Toeplitz矩阵 ( 15)

　[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] =

　( 0　⋯　0　1) ( C1H 1! 1 ) - 1
C2H 2 ( 16)

　　本文方法同样适合于#i 和�i( i = 1, 2,⋯, n) 的

代数重根个数大于 1的情况。

3　主要结论

　　引理 1　定义矩阵

X = ( X 1　X 2　⋯　X n ) = C1H 1! 1 =

C1H 1 ( 1　 2　⋯　 n) ( 17)

则 X 为系统( 1) 的特征矢量矩阵,即 X 满足

X
- 1
A 1X = diag (�1　�2　⋯　�n)

�i ≠ �j , 　i≠ j ,　i , j = 1, 2,⋯, n ( 18)

　　引理 2　使得系统( 2) 的闭环特征值是 #j ( j =

1, 2, ⋯, n) 的状态反馈控制器可以参数化表示为

u2( t ) = - Kx 2( t )

K = [ ∀(#1 )　∀( #2 )　⋯　∀(#n) ] ( C2H 2! 2 ) - 1

( 19)

　　有关引理 1和引理 2的结论可参阅文献[ 6]。

　　由引理 2可以求得使系统( 2) 的闭环控制稳定

的控制器, 但它不一定能同时使得系统( 1) 的闭环

控制稳定。需要说明的是, 对于单输入控制系统, 在

研究同时镇定问题时, 不可能实现系统闭环极点的

任意配置。

　　下面研究矩阵K 同时稳定系统( 1) 和( 2) 的条

件及设计方法。

　　引理 3　当矩阵A 1的特征值均具有负实部时,

则矩阵( A 1 - B 1R
- 1
B

T
1 P ) 的特征值均具有负实部,

其中矩阵 R ∈Rm×m, R = R
T > 0, 矩阵 P 是代数

Lyapunov 矩阵方程

A
T
1 P + PA 1 + Q = 0

Q∈Rn×n
,　Q = Q

T
≥ 0 ( 20)

的唯一对称正定解。

　　定理 1　系统( 1) 稳定。如果矩阵 K 使得系统

( 12) 稳定,则矩阵 K 能同时使得系统( 1) 闭环控制

稳定的充分条件是 K B1 > 0, 且存在非奇异变换矩

阵 U, U � ( V T　K
T ) T ,使得

UA 1U
- 1 =

A 11 A 12

0 A 22

� A 1∃

A 11∈R( n- 1)×( n- 1)

A 12∈R( n- 1)×1 ,　A 22∈R ( 21)

　　证明　由于系统( 12) 稳定, 只要证明 K 使得

系统( 1) 的闭环控制稳定即可。

　　利用矩阵 U, 定义一对称正定矩阵P

P = ( V
T
　K

T
) Block -

diag( P 1　P2 ) ( V
T
　K

T
)

T � U
T
P
�
U ( 22)

当式( 21) 成立时,定义一对称矩阵 Q , Q = - ( A T
1P
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+ PA 1 ) ,并由式( 22) 得

- Q = A
T
1U

T
P
�
U + U

T
P
�
UA 1 =

U
T ( A T

1∃P
� + P
�
A 1∃ ) U 1 ( 23)

根据 Lyapunov 稳定性理论,矩阵 A 1 的稳定性决定

了存在对称正定矩阵 P
� � Block - diag ( P1　P 2) ,

使得矩阵 Q对称正定。定义 A 1c = ( A 1 - B1K ) , 当

K B1 > 0时,由于� R = R
T > 0, V ∈R( n- 1)×n, 使得

K = R
- 1
B

T
1P ,由引理 3知,矩阵A 1c 总是稳定的。□

　　下面研究矩阵K 使得K B 1 > 0,且式( 21) 成立

的条件。需要说明的是, 矩阵 K 必须首先使得系统

( 12) 稳定。

　　定理 2　 如果系统的控制器由式( 19) 定义,则

系统( 1) 和( 2) 同稳定的充分条件是

K X = ( 0　⋯　0　%) ,　 %∈R ( 24)

　　证明　 式( 19) 定义的矩阵 K 能够稳定系统

( 2)。由于矩阵 X 是 A 1 的特征矢量矩阵, 所以方程

( 21) 可以表示为

V X

KX
diag (�1　⋯　�1) =

A 11 A 12

0 A 22

V X

K X

当式 ( 24) 成立时, 式 ( 21) 也成立。此外, KB 1 =

K XX
- 1
B1 = ( 0　⋯　0　%) X - 1

B1 , 根据传递函数

的性质,通过 �i 的适当排列, K B1 > 0总成立。由定

理 1可知,定理 2的结论成立。

　　引理 4　 在系统( 1) 稳定的条件下, 存在控制

器( 3) 使得系统( 1) 和( 2) 的闭环控制同时稳定的充

分条件是存在某一实常数 %,使得方程
P ( s) = s

n + bn- 1s
n- 1 + ⋯ + b1s + b0 +

　　　　%( ∀n- 1s
n- 1 + ⋯ + ∀1s + ∀0 ) = 0 ( 25)

的根均具有负实部。

　　证明　 当方程( 25) 具有根 #j ( j = 1, 2,⋯, n)

时,可以求得

∀(#j ) = - %[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1] ∃j

　　　　　j = 1, 2,⋯, n

- [ ∀( #1 )　∀( #2 )　⋯　∀(#n) ] =

%[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] ! 2

将式( 16) 代入上式得

- [ ∀( #1 )　∀( #2)　⋯　∀(#n) ] =

( 0　⋯　0　%) ( C1H 1! ) - 1
C2H 2! 2

由此方程又可以求得

- [ ∀(#1)　∀(#2 )　⋯　∀( #n ) ] ×

( C2H 2! 2 ) - 1
C1H 1! 1 = KX =

　　　　( 0　⋯　0　%) ( 26)

在方程( 26) 中利用了方程( 17) 和( 19) ,其中

K = - [ ∀(#1)　∀(#2 )　⋯　∀( #n ) ] ( C2H 2! 2)
- 1

此外,由于#j 是方程P ( s) = 0的根,当 Re[#j ] < 0,

j = 1, 2,⋯, n时,根据引理 2可知,系统( 2) 的闭环

控制稳定。同时, 由于 K 满足式( 26) ,由定理 2可知

系统( 1) 的闭环控制稳定。□。

　　根据以上结论,可以归纳出以下定理:

　　 定理 3　假设系统( 1) 的开环控制稳定, 则控

制器

ui ( t) = - K x i( t) , 　i = 1, 2

K = %[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1] ( C2H 2)
- 1

( 27)

同时稳定系统( 1) 和系统( 2) 的充分条件是方程

P ( s) = s
n

+ bn- 1s
n- 1

+ ⋯ + b1s + b0 +

　　　　%( ∀n- 1s
n- 1 + ⋯ + ∀1s + ∀0) = 0 ( 28)

的 n个特征根均具有负实部。

　　性质 1　如果记式( 28) 的特征值为 &j , j = 1,

2,⋯, n,则系统( 12) 的特征值#j 满足#j = &j , j = 1,

2,⋯, n。

　　性质 2　系统( 1) 的闭环特征值有 n - 1个保

持不变,另一个变小(实部更负)。

　　由此可见,同时稳定系统( 1) 和( 2) 的关键是确

定[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1] , 使得 P ( s) 为稳定多项式。

　　引理 5　方程

P ( s) = s
n

+ bn- 1s
n- 1

+ ⋯ + b1s + b0 +

%( ∀n- 1s
n- 1 + ⋯ + ∀1s + ∀0 ) = 0

的根具有负实部的充分条件是方程

∋ ( s) = ( ∀n- 1s
n- 1 + ⋯ + ∀1s + ∀0) = 0

的根具有负实部。

　　证明　当 ∋( s) 是稳定多项式时, 利用根轨迹

法可以证明存在 %,使得P ( s) 是稳定多项式。

　　 在系统设 计时, 如果由式 ( 16) 确定 的

[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] 使得 ∋( s) 为稳定多项式, 则通

过%可以使得P ( s) 为稳定多项式。但考虑到矩阵K 0

可以改变系统的结构参数,影响[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1]

的取值, 为便于分析, 不失一般性, 设系统( 2) 为可

控标准型,即 C2H 2 = I。此时

[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] =

( 0　⋯　0　1) ( C1H 1! 1)
- 1

( 29)

因此可以通过 K 0调整系统( 1) 的结构参数, 改变

[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] , 使得 ∋( s) 为稳定多项式,而不

必考虑系统 x
�
2( t ) = ( A 2 - B2K 0) x 2 ( t) 的结构参数

对计算[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1] 值的影响。

　　定理4　定义矩阵( A 1 - B1K 0 ) 属于其某个特

征值 �i( i∈ [ 1, n] ) 的左特征矢量为 y i。如果存在 y i
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使得 ∋( s) = y i( 1　s　⋯　sn- 1) T 为稳定多项式,则

矩阵K = y i 同时稳定控制系统( 1) 和( 2)。

　　证明　由于 K 0 是预配置矩阵,可以重新定义

A 1 � ( A 1 - B 1K 0)。根据新的定义, C1H 1! 1是矩阵

A 1的特征矢量矩阵。 由式 ( 2 9 ) 可知 [ ∀0　∀1

⋯　∀n- 1] 就是矩阵 A 1 � ( A 1 - B1K 0 ) 的左特征矢

量。由于式( 29) 中的[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] 只与系统

( 1) 的结构参数有关,且可以通过预配置矩阵 K 0改

变其结构参数,所以可通过矩阵K 0达到求解满足系

统设计要求的[ ∀0　∀1　⋯　∀n - 1] ,而不必考虑矩阵

对系统( 2) 的影响。需要说明的是, 是否存在 K 0使

得( A 1 - B1K 0 ) 属于其某个特征值�i ( i∈ [ 1, n] ) 的

左特征矢量 yi使得 ∋( s) = y i ( 1　s　⋯s
n- 1

)
T
为稳定

多项式的问题,还有待于深入研究。

4　算　　例

　　给出一个算例用于说明本文方法的设计过程。

　　考虑如下两个单输入线性控制系统 [ 4]

x
�
i( t ) = A ix i ( t) + B iui ( t) , 　i = 1, 2

A 1 =

1 1 0

0 1 1

0 0 1

,　B1 =

0

0

1

A 2 =

0 1 0

0 0 1

- 1 1 - 1

, 　B2 =

0

0

0. 5

试求状态反馈系数矩阵K , 使得u i ( t ) = - K x i ( t )

( i = 1, 2) 同时稳定上述两个系统。

　　在本例题中取 %= 1。由于系统( 1) 是不稳定

的,任意选取 �1 = - 1, �2 = - 1. 5, �3 = - 2, 仿照

引理 2的结论,求一个控制器系数矩阵K 0 ,即

u1 ( t) = - K 0x 1( t )

K 0 = - [�(�1 ) �(�2 ) ⋯ �( �n ) ] ( C1H 1! 1 ) - 1

使得矩阵 ( A 1- B 1K 0 ) 的特征值为�1= - 1, �2=

- 1. 5, �3 = - 2。在本算例中

�( s) = s
3

- 3s
2

+ 3s - 1

∀( s) = s
3

+ s
2

- s + 1

C1H 1 =

1 0 0

- 1 1 0

1 - 2 1

　　　　　! 1 =

1 1 1

- 1 - 1. 5 - 2

1 2. 25 4

求得 K 0 = [ 15　18. 5　7. 5]。预配置后, 重新定义

A 1 = ( A 1 - B 1K 0) , A 2 = ( A 2 - B2K 0 ) , ! 1不变,

C1H 1 =

1 0 0

- 1 1 0

- 29. 25 - 2 1

C2H 2 =

0. 5 0 0

0 0. 5 0

0 0 0. 5

根据式( 16) 求得[ ∀0　∀1　∀2 ] = [ 5　4. 5　1]。此

时,方程

P ( s) = s
3

+ ( b2 + %∀2) s
2

+

( b1 + %∀1 ) s + ( b0 + %∀0 ) =

s
3 + 5. 75s2 + 12. 75s + 13. 5 = 0

具有根{ - 3. 00　 - 1. 38± 1. 62j} , 所以存在同时

稳定控制系统( 1) 和( 2) 的控制器( 19)。根据式( 19)

可以求得控制器为

u i( t ) = - Kx i( t )

K = %[ ∀0　∀1　⋯　∀n- 1 ] ( C2H 2 )
- 1

=

　　[ 10　9　2] ,　i = 1, 2

且 A 1c = ( A 1 - B 1K ) 和 A 2c = ( A 2 - B2K ) 的特征

值分别是{ - 1 . 0　- 1. 5　- 4 . 0 }和 { - 3 . 0 0

- 1. 38±1. 62j}。其中A 2c = ( A 2 - B2K ) 的特征值

就是多项式方程 P( s) = 0的根。实际上,通过改变%
值,有时可以改善系统的动态特性。

5　结　　语

　　本文的研究思想是通过分析控制系统之间的特

征规律, 研究两个单输入控制系统同时稳定的解析

解法。尽管文中只研究了特征值互异的情况, 但其推

导过程完全适合于非互异特征值情形。所得方法计

算简单,便于工程应用,对进一步深入研究线性多变

量控制系统的同时镇定问题具有一定指导意义。需

要指出的是,文中 K 0 的预配置可能会影响问题的

求解,对 �i( i= 1, 2,⋯, n)的选取还存在一定的任意

性。这一问题有待于深入研究。
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库所的实际输出和输入采样进行辨识,修正式( 5) ,

计算出与之对应的 hp5。其中,对 P 5库所的实际输出

的采样是将输入代入式( 4) 得到。当其变化较大时,

结束上一个滚动窗口, 开始下一个滚动窗口。

　　仿真结果如图 3～图 6所示。其中图 3为不加

监控时调度的 Gant图,且 P5库所对应的差分方程

为方程( 5) ,其 hp 5一直都为 2. 0;图 4为在调度中加

入了监控的 Gant 图,仿真实验中, 在 t = 6. 4时刻,

其对应的hp5由 2. 0变成 2. 3, 在 t = 14时刻, hp5又

由 2. 3变成 2. 5;图 5为对应于准确方程( 4) 调度的

Gant 图;图 6为 20个时间单位内的利润变化图,其

中点划线对应图 3, 点线对应图 4,实线对应图 5。

　　图 6中,在 t ime = 20时刻, 与图 3,图 4及图5

分别对应的调度所得利润为 22 615. 9, 26 006. 9和

28 422. 2个价格单位, 可以看出,加入监控后的调度

结果比未加监控时要好得多。虽然图4的调度结

图 3　未引入监控的 Gant 图

图 4　引入监控的 Gant图

图 5　对应于准确模型的 Gant图

图 6　利润变化图

果比图 5的结果要差一些,但比较两者可以发现, 图

4中在 tim e= 25. 301以后的激发序列和图5在 time

= 6. 499以后的激发序列相同, 这说明加入监控后

其调度结果向图 5的结果靠近。

　　由以上分析可知本文算法是有效的。通过在线

辨识不断修正调度所用的模型,改变调度策略,从而

达到了监控与调度集成的目的。
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