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摘　要: 为进一步刻画复杂系统的有限理性决策,在复杂系统生存可达性决策的基础上, 引入生存质量

函数,提出质量生存可达性决策的概念, 并给出了质量生存可达性决策存在的充要条件。讨论了复杂系

统质量生存可达性决策的一般特点和决策方法。
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1　问题的提出

　　复杂系统生存决策研究的是如何保持系统的生

存性问题。当系统不生存时,需要考虑系统如何尽快

恢复生存和能否恢复生存。出现系统不生存的情况

有两种可能: 一种是系统原本就是不生存的,生存性

是决策目标, 决策者希望系统达到这个生存目标;另

一种是系统原本是生存的, 但由于某种原因(如环境

的突然变化或决策者突然改变了生存要求)致使系

统突然发生改变, 不再生存,这时决策者考虑的是系

统能否恢复生存和如何尽快恢复生存。

生存可达性决策研究的不是如何保持系统的生

存性问题,而是能否实现(或恢复)系统的生存性问

题。它是建立在 Aubin和 Quincampo ix 等人对生存

核和不变核研究基础上[ 1～3]。在实际决策中, 虽然系

统没有通常意义上的最优目标,但决策者一般也不

会仅仅满足于决策系统生存。在这种情况下, 本文提

出了质量生存可达性决策。它通过引入生存质量函

数进一步刻画系统的生存状态,使决策者有一个较

为具体的决策依据。决策目标不仅是系统实现生存,

而且是系统的生存状态达到一定的质量要求。所以,

质量生存可达性决策实质上研究的是满意决策可实

现性的问题。

2　生存可达性决策
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　　 对于复杂系统,一般决策系统( U , f ) 用微分包

含描述如下

a. e. t≥ 0, x′( t ) = f ( x ( t ) , u( t) )

u( t) ∈ U ( x ( t ) )
( 1)

或等价地

a. e. t≥ 0

x′( t) ∈ F ( x ( t) ) � f ( x ( t ) , U ( x ( t ) ) )
( 2)

这里, x ∈ X 是系统状态变量, u∈ Z 是决策者的决

策变量。其中, f : Graph( U) �→ X 表示系统动态的单

值映射, 它赋予每个状态控制对( x , u) 一个状态速

度 f ( x , u) ; 集值映射 U : X →Z 是“先验反馈”, 描述

一个依赖于系统状态的决策约束; F 集值映射是由

U和 f 共同形成的, F( x ) 表示系统状态为 x 时可能

的状态速度集合。对于某一决策量 u( �) , 决策系统
的解(或轨线) 是满足式( 1) 的绝对连续函数 x (�)。
解映射 SF 是从初始点空间映射到解空间的集值映

射, SF ( x ) 表示初始点为 x 的所有解(或称从 x 点出

发的所有轨线) 的集合。

生存可达性决策是建立在对生存域、生存核及

不变核的研究基础上的。以下讨论的基本概念和结

论都是基于下面的微分包含系统

a. e. t≥ 0, x′( t) ∈ F ( x ( t) ) ( 3)

满足初值条件 x ( 0) = x 0。

下面简要介绍一些讨论中必需的基本概念。这

些概念是:生存函数、生存性、不变性、生存域和不变

域
[ 1, 4]
。

1) 令 K 为有限维向量空间 X 中的子集, 函数

x ( �) : [ 0, T ] →X 在K 中生存,是指� t≥0, x ( t) ∈

K ;

2) 称子集K 在F 下生存(或对F具有生存性) ,

是指对 K 中任意初始状态 x 0 , 微分包含( 3) 有一个

以 x 0为起始点并在 K 中生存的解;

3) 称子集K 在F 下是不变的(或对F具有不变

性) ,是指对 K 中任意初始状态 x 0, 微分包含( 3) 的

所有解都在 K 中生存;

4) 称子集K  Dom ( F) 是F的生存域,当且仅

当 � x ∈ K , F ( x ) ∩ T K ( x ) ≠ ! ;

5) 称子集K  Dom ( F) 是F的不变域,当且仅

当 � x ∈ K , F( x )  T K ( x ) ,其中T K ( x ) 是在 x 点

对 K 的相依锥
[ 1]
。

生存定理[ 1] 指出, 当 F 是 Marchaud集值映射

时, 闭生存域具有生存性。而当 K 不是生存域时,生

存核存在定理
[ 2]
指出, 当 F 是 Mar chaud 集值映射

时, 闭集 K 中存在一个最大的闭生存域 —— 生存

核,记为 ViabF ( K ) 或 Viab( K )。从生存核中的每一

点出发,都至少存在一个在 K 中生存的解。

不变定理
[ 1]
指出, 当 F 是 Lipschitz 集值映射

时, 闭不变域具有不变性。而当 K 不是不变域时, 不

变核存在定理[ 2] 指出, 当 F 是 Lipschitz 集值映射

时, 闭集 K 中存在一个最大的闭不变域—— 不变

核, 记为 InvF ( K ) 或 Inv( K )。从不变核中的每一点

出发,所有的解都在 K 中生存。

在 Aubin 等人研究的基础上, Quincampoix 着

重研究了生存核和不变核的边界。关于生存核和不

变核的边界有如下两个定理:

定理1
[ 3] (生存核半透性定理)　设F: X →X 是

一个严格的 Marchaud映射且 K  X 是一个闭子

集,假定解映射 SF 从 K 到 C( 0,∞; X ) 是下半连续

的, 且 K 的生存核包含在 K 集内部。称生存核是半

透性的,是指若 x ∈∀( ViabF( K ) ) ,则所有在K 中生

存的解 x (�) ∈ SF ( x ) 仍停留在生存核的边界内。

定理2
[ 3] (不变核边界的生存性)　设F: X →X

是一个严格的 Marchaud映射且 K  X 是一个闭子

集,假定解映射 SF 从 K 到 C( 0,∞; X ) 是下半连续

的, 且 K 的不变核包含在 K 集内部。则边界 x ∈

∀( InvF ( K ) ) 在 F 下是生存的。

设� 是状态空间X 中的一个开目标集, X \ � 是
目标余集。生存可达性决策研究的是:首先是在何种

区域内, 决策者存在生存可达策略使得决策系统的

轨线能到达生存目标集; 其次是如果生存可达策略

存在,生存可达策略是什么或具有什么特征。参照文

献[ 2] 中命题 5. 2,引入下述符号

DefF ( � ) � InvF( X \ � )
StalF ( � ) � ViabF ( X \ � ) \ InvF ( X \ � )
Vict F( � ) � X \ ViabF( X \ � )

( 4)

　　 将生存核和不变核的有关概念和定理直接用

到目标余集上, 并考虑策略选择问题,便可得到如下

定理:

定理 3( 生 存 可达 性 决 策定 理 )　 对 于

Marchaud决策系统( U , f ) ( U是闭集值映射, f 是连

续函数) , F 是 Lipschitz映射, � 是状态空间X 内的

一个开目标集, 则有:

1) Def F( � ) 是失败域:� x 0∈Def F ( � ) , 不存在
生存可达策略使从 x 0出发的轨线能到达目标集。

2) VictF ( � ) 是胜利域:� x 0∈ Vict F ( � ) , 存在
生存可达策略映射R � : x ∈Vict F ( � ) →U ( x )  Z。

生存策略映射 R� 中的任何一个选择 r� 都是一个生

存可达策略。
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3) StalF ( � ) 是僵局域:� x 0 ∈ StalF( � ) , 存在
一个生存可达策略 r� , x

0
: x ∈StalF ( � ) �→ r� , x

0
( x ) ∈

U ( x ) , 使从 x 0 出发的轨线能到达目标集,且此生存

可达策略满足: 至少存在一个 x 1∈ StalF ( � ) , 使得
f ( x 1, r � ,x 0( x 1) ) # T X\ � ( x 1 ) ;也存在一个策略, 使从

x 0点出发的轨线永远不能到达目标集。

4) ∀( ViabF( X \ � ) ) 是界栅:� x 0 ∈ ∀( ViabF
( X \ � ) ) ,即存在一个生存可达策略 r � , x

0
,使从 x 0点

出发的轨线能在有限时间内达到目标集; 不能到达

目标集的轨线是在界栅中生存的, 不存在任何策略

使轨线进入 StalF ( � ) 内部。
5) ∀( Def F( � ) ) 在 F 下是生存的。

证明略。

3　质量生存可达性决策

　　从上节的分析可以看出, 决策者在决策时缺乏

具体的依据。例如在失败域中,失败的根本原因可能

是目标定得太高, 需要降低目标。不过对于一个只区

分生存和死亡状态的系统而言, 降低目标的策略具

体执行依据是什么?又如系统在没有达到生存目标

以前实际上都是处于“死亡”状态,显然决策者需要

知道的不仅仅如此, 他需要判断目前状态距离目标

状态有多远?即“死亡”的“程度”是在加深还是有所

缓解(“生存”和“死亡”的相互转化是一个渐变过

程)。因此本文引入了生存质量的概念。生存质量是

系统生存状态水平的度量与表征,用正实数表示。由

于实数具有排序的唯一性, 所以通过生存质量, 系统

状态之间便具有可比性。决策者也有了具体的决策

依据。

定义 1(生存质量函数)　称从系统状态空间 X

映射到生存质量空间R + ( R+ 为不包含+ ∞的正实

数) 的函数W : x∈X �→W ( x ) ∈R+ ,为定义在子集

M  X 上 的 生 存 质 量 函 数。 这 里 M =

{ x ∈ X �W ( x ) > 0} ,并记W 的定义域Dom (W ) =

M。

由该定义可知,生存质量函数定义域 M 之外的

状态都是死亡状态;定义域内的状态是生存状态,各

生存状态具有一个实数值表征的生存质量的不同。

有了生存质量函数,决策者就可以确定满意目标。决

策者的满意目标是使系统的生存质量超过一个时变

下限W ( t)。生存质量可达性决策研究的是下面的质

量生存目标能否达到或恢复的问题。

定义 2(质量生存目标与目标集)　对于决策系

统( U , f ) ,给定生存质量下限函数 w (�) : t∈ [ 0, +

∞) �→ w ( t ) ∈ R+ ,它是微分方程 w′( t) = �( w ( t ) )
的解, 其中 �: R +→ R 是一个给定的线性增长的

Lipschitz连续函数。定义质量生存目标集为一个时

变的开集合� ( t ) = { x ∈X �W ( x ) > w ( t) } , t≥ 0。

则对一个在 t0时刻从 x 0 = x ( t 0) 出发的轨线, 设其

初始生存质量满足 W ( x 0 ) ≤ w ( t 0) ,它能到达质量

生存目标是指: 存在时刻 T ≥ t0 , 使得轨线状态

x ( T ) ∈ Q ( T ) , 即轨线状态的生存质量满足

W ( x ( T ) ) > w ( T )。

从该定义可以看出系统的生存质量要求是随时

间变化的。一个不断变化的目标可能给决策者带来

更大的决策难度,但这也更加符合实际决策需要。下

面提出质量生存决策系统的定义。

定义 3(质量生存决策系统)　将赋予生存质量

函数 W (�)、生存质量下限函数W (�) 以及质量生存
目标的决策系统( U , f ) 定义为质量生存决策系统

( U , f ,W , w )。它由以下几个部分组成:

1) 系统微分包含: 对 a. e. t ≥ 0, x′( t) ∈

F ( x ( t ) ) � f ( x ( t) , U ( x ( t) ) ) ;

2) 生存质量下限函数 w (�) : t∈ [ 0, + ∞) �→
w ( t) ∈ R+ ,它是微分方程 w′( t) = �( w ( t ) ) 的解,

其中 �: R +→ R 是一个给定函数;

3) 初始条件: x ( 0) = x 0 , w ( 0) = w 0,W ( x 0) ≥

w 0;

4) 质量生存目标集: � ( t) = { x ∈ X �W ( x ) >

w ( t) } , t≥ 0;

5) 质量生存目标余集: K ( t ) = X \ � ( t) ;
6) 质量生存目标:� t≥ 0, x ( t) ∈ � ( t)。
称质量生存可达性决策系统 ( U , f ,W , w ) 是

Marchaud系统,如果系统满足: 1) U是闭集值映射;

2) f 和 �是连续函数; 3) 速度子集 F ( x ) 是凸集;

4) U , f 和 �具有线性增长。
下面给出讨论中涉及的一些概念。函数 W 的上

图  p (W ) = { ( x , !) �W ( x ) ≤ !} , 函数 W 的下图

H p (W ) = { ( x , !) �W ( x ) ≥!}。可见,函数W 的图是

其上、下图的交集。

定理 4(决策系统等价定理)　质量生存决策系

统( U , f ,W , w ) 与下面的拓展决策系统( G,W ) 是等

价的。拓展决策系统定义为:

1) 系统微分包含:对 a. e. t≥0, ( x′( t) , w′( t ) )

∈ G( x , w ) = F ( x ) × {�( w ) } ;
2) 初始条件: x ( 0) = x 0, w ( 0) = w 0, ( x 0, w 0 )

∈ H p ( w ) ;
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3) 生存目标集�- :生存质量函数W 的下图内部

int ( H p (W ) ) ;

4) 生存目标余集: K- = {X × R + } \ H p (W ) =

 p (W ) ;

5) 生 存 目 标:� t ≥ 0, ( x ( t ) , w ( t ) ) ∈

int ( H p (W ) )。

拓展决策系统 ( G,W ) 中的 G 集值映射是

Mar chaud 映射,当且仅当质量生存可达性决策系统

( U , f ,W , w ) 是 Mar chaud系统。

证明　拓展系统的微分包含由定义 3的 1) 和

2) 部分综合得到, 拓展决策系统定义中的 2) ～ 5)

部分由定义3中的3) ～6) 部分通过下图定义得到。

比较Marchaud质量生存可达性决策系统( U , f ,W ,

w ) 和 Mar chaud 决策系统条件, 可知 F 集值映射是

Mar chaud映射。由定义3中条件2) 和 4) , 知�是线
性增长的连续函数(即 Marchaud 单值映射)。所以

G( x , w ) = F( x ) × { �( w ) } 是 Marchaud映射。□

由定理4知, 质量生存决策系统( U , f ,W , w ) 与

拓展决策系统( G,W ) 是等价的,因而质量生存决策

系统的质量生存可达性决策就是拓展系统的生存可

达性决策。拓展决策系统中的目标余集是生存质量

函数W 的上图  p (W )。对于上图  p (W ) 在 G映射下

的生存核和不变核,有以下两个引理(证明略)。

引理 1(拓展决策系统中目标余集生存核定

理)　 假定拓展决策系统中的 G 映射是 Marchaud

集值映射,则生存质量函数 W 上图 p (W ) 存在一个

生存核,且该核是另一函数 W
* 的上图  p (W * )。其

中函数 W
*
是大于生存质量函数 W 且满足

� z ∈ Dom (W~ )

inf
v∈F( x )

D ↑W
~( x ) ( v ) - �(W~ ( x ) ) ≤ 0

( 5)

的最小下半连续函数。

引理 2(拓展决策系统中目标余集不变核定

理)　假定拓展决策系统中的G映射是Lipschitz集

值映射,则生存质量函数W 上图  p (W ) 存在一个不

变核,且此不变核是另一函数W
0的上图  p (W 0 )。其

中函数 W
0
是大于生存质量函数 W 且满足

� z ∈ Dom (W~ )

sup
v∈F( x )

D ↑W
~
( x ) ( v ) - �(W~ ( x ) ) ≤ 0

( 6)

的最小下半连续函数。

有了拓展决策系统的目标余集生存核和不变

核,引入下述符号

DefG ( �-) � InvG( K- )

StalG ( �-) � ViabG ( K- ) \ Inv G( K- )

Vict G( �- ) � {X × R+ } \ ViabG( K- )

( 7)

　　 由于质量生存决策系统与拓展系统是等价系

统,故可得到如下定理:

定理 5(质量生存可达性定理)　 对 Marchaud

质量生存可达性决策 系统 ( U , f ,W , w ) , F 是

Lipschitz映射,�是 Lipschitz连续函数。则有:

1) Def ( t) � { x ∈ X �W 0 ( x ) ≤ w ( t) } 是失败

域:� x 0∈Def ( t 0) , 不存在质量生存可达策略,使从

x 0出发的轨线能到达质量生存目标集。

2) Vict ( t ) � { x ∈ X �W * ( x ) > w ( t ) } 是胜利

域: � x 0∈V ict ( t) ,存在质量生存可达策略映射R t:

x ∈ Vict ( t) → U ( x )  Z。质量生存策略映射 R t 中

的任何一个选择 r t 都是一个质量生存可达策略。

3) Stal ( t) � { x∈X �W * ( x ) ≤w ( t ) < W
0( x ) }

是僵局域: � x 0 ∈ Stal ( t) , 存在一个质量生存可达

策略 rx
0
, t : x ∈ Stal ( t) �→ r x

0
, t( x ) ∈U ( x ) ,且此质量

生存可达策略满足:至少存在一个 x 1∈ StalF ( t) , 使

得D↑W ( x 1) ( f ( x 1 , rx 0, t( x 1 ) ) ) - �(W ( x 1) ) > 0; 也

存在一个策略使从 x 0 点出发的轨线永远不能到达

质量生存目标集。

4) Barr ( t) � { x ∈X �W *
( x ) = w ( t) }是界栅:

� x 0 ∈ Barr ( t) , 存在一个质量生存可达策略 r� , x
0
,

使从 x 0点出发的轨线能在有限时间内实现质量生

存目标; 不能实现质量生存目标的轨线是在界栅中

生存的,不存在任何策略使轨线进入Stal( t ) 内部。

证明 　Marchaud 质量生存可达性决策系统

( U , f , W , w ) 中的F是Lipschitz映射,�是线性增长
的Lipschitz连续函数。则拓展决策系统( G,W ) 中的

G 集值映射G ( x , w ) = F ( x ) × { �( w ) } 是Lipschitz

映射,拓展决策系统( G,W ) 满足定理 3的条件。

1) 失败域: 根据定理 3, 拓展决策系统( G ,W )

的失败域 Def G( �-) � Inv G( K- )。根据引理 2,不变域

InvG ( K- ) 为函数 W
0的上图  p (W 0)。根据定理 4, 质

量生存可达性决策系统 ( U , f ,W , w ) 的失败域为

Def ( t )。� x 0∈ Def ( t 0) , 不存在质量生存可达策略

使从 x 0出发的轨线能到达质量生存目标集。

2) 胜利域: 根据定理 3, 拓展决策系统( G ,W )

的胜利域为 Vict G( �- )。根据引理 1, ViabG ( K- ) =

 p (W * )。从而 VictG ( �-) = {X × R + } \  p (W * ) =

{ ( x , w ) �W * ( x ) > w }。根据定理 4, 质量生存可达

性决策系统( U , f ,W , w ) 的胜利域是 Vict ( t )。� x 0

∈ Vict ( t ) , 存在质量生存可达策略映射 R t : x ∈

Vict ( t) → U ( x )  Z。质量生存策略映射 R t 中的任

何一个选择 r t 都是一个质量生存可达策略。

3) 僵局域: 根据定理 3, 拓展决策系统( G ,W )
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的僵局域为 StalG( �-)。根据引理 1 和引理 2,

StalG ( �- ) = { ( x , w ) �W * ( x ) ≤ w < W
0( x ) }。根据

定理4,质量生存可达性决策系统( U , f ,W , w ) 的胜

利域是 Stal( t )。� x 0∈ Stal( t) ,存在一个质量生存

可达策略 r x
0
, t: x ∈Stal( t ) �→ rx

0
, t ( x ) ∈ U ( x ) , 且此

质量生存可达策略满足: 至少存在一个 x 1 ∈

StalF ( t ) , 使 得 D↑W ( x 1) ( f ( x 1 , rx 0, t( x 1 ) ) ) -

�(W ( x 1) ) > 0;也存在一个策略使从 x 0点出发的轨

线永远不能到达质量生存目标集。

4) 界栅: 根据定理 3, 拓展决策系统( G ,W ) 的

界栅为 ∀( Viab( K- ) )。根据引理 1, 界栅为 { ( x ,

W ) �W * ( x ) = w }。根据定理 4, 质量生存可达性决

策系统 ( U , f ,W , w ) 的界栅为 Bar r( t )。� x 0 ∈

Barr ( t) ,存在一个质量生存可达策略 r � , x
0
, 使从 x 0

点出发的轨线能在有限时间内实现质量生存目标;

不能实现质量生存目标的轨线是在界栅中生存的,

不存在任何策略使轨线进入 Stal( t ) 内部。□

4　质量生存可达性决策与生存可达

性决策的比较

　　( 1) 相同点

状态空间的区域划分类型是相同的, 也分为失

败域、僵局域、胜利域和目标域。僵局域将失败域和

胜利域分开, 界栅在僵局域和胜利域之间。

( 2) 不同点

1) 质量生存可达性决策的状态空间的区域划

分是时变的;

2) 在某一时刻,状态空间一般存在多个同类区

域,如多个目标域或多个失败域等;

3) 当生存质量下限提高时, 目标域变小,失败

域变大,僵局域移动,胜利域变小; 当生存质量下限

降低时,目标域变大,失败域变小,僵局域移动, 胜利

域变小。

反映在决策者的策略上,有如下特点:

( 1) 策略的相同点

决策者在各个域内的策略重点基本相同。当系

统处于失败域时, 决策者不存在可到达目标的策略,

唯一能做的就是重新审视目前的生存目标, 看目标

是否有改变的可能性, 如果没有,则决策者只能主动

放弃;当系统处于胜利域时,决策者具有一个集值映

射形式的策略集, 决策重点是如何选择对应某一特

定类型轨线的特定策略, 如要求状态变化最小的慢

解,或要求控制量能不变就不变的惰性解等[ 2] ;当系

统处于僵局域时, 决策者首先考虑确保系统能走出

僵局,等到穿过界栅进入胜利域后再考虑策略选择

的问题。

( 2) 策略的不同点

1) 决策者的策略选择更加灵活, 因为系统区域

划分是时变的, 某一时刻处于失败域的点在下一时

刻可能成为僵局域的点, 某一时刻处于僵局域的点

在下一时刻可能成为胜利域的点。选择合适的时机

可能成为决策者制胜的关键因素。

2) 当系统状态处于失败域时,决策者重新审视

目标有了具体的含义和依据。失败域中的目标改变

是指降低质量生存下限函数的值。由上述区域划分

特点可知,此时失败域会变小,失败域中的一些状态

点会转变成僵局域中的点。因而决策者可根据目前

系统状态推知生存质量要求至少应降低多少, 再看

这个最低要求能否满足。

与生存可达决策的决策者相比, 质量生存可达

决策的决策者面对的是看似复杂的局面,目标集在

时刻变化,各个区域的大小和位置也随时间变化。但

他的策略选择也更加灵活, 适当的决策时机将成为

制胜的一个关键因素,而且决策者有了一个更有力

的决策依据——质量生存函数,它可帮助决策者了

解目前状态的“生存程度”或“死亡程度”,并在重新

制定目标过程中发挥重要作用。总之,质量生存决策

更好地刻画了复杂系统中有限理性的目标决策和决

策者。
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