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非线性系统广义脉冲响应函数的盲辨识
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摘　要: 探讨减少非线性系统广义脉冲响应函数( G IRF )盲辨识所需计算量问题。基于线性 MIMO 模

型, 应用多项式矩阵理论和子空间盲辨识技术,研究使用部分噪声向量对非线性 Vo lter r a系统的 GIRF

盲辨识方法。该方法的优点是能有效减少 GIRF 盲辨识所需的计算量, 这对GIRF 盲辨识方法的在线应

用是有利的。仿真结果说明了这一方法的有效性。
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Abstract: T he problem t o reduce the computation o f blind identification fo r GIRF ( Genera lized Impulse

Response Functions) o f nonlinea r systems is discussed. Based on a linear M IMO model and t he

po lynomial matr ix theor y and the subspace blind identification technique, t he GIRF blind identification

met hod, w hich uses par tial noise v ector s, is studied. The advantag e of the method rest s in t he

computat ion r eduction fo r the GIRF blind identification, which is useful for the online application o f t he

G IRF blind identificat ion. Simulat ion r esults indicate the efficiency o f the method.
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1　引　　言

　　Volterra 级数作为描述一大类非线性系统的一

种有效数学模型, 除了在非线性系统控制、信道建模

等诸多领域得到广泛研究和应用外[ 1, 2] ,也成功地应

用于非线性系统的故障诊断[ 3] , 形成所谓的非线性

谱分析技术。这一技术的核心是建立非线性系统的

广义频率响应函数( GFRF)的估计。现有的 GFRF

(或 GIRF)估计方法是基于被诊断系统的输入输出

观测数据而建立的, 这样,系统在设计时就需要输入

和输出两路信号传感与采集通道。近年来,随着盲辨

识技术的兴起, 对 Volterra 系统进行盲辨识也得到

了广泛研究[ 4, 5]。对基于非线性谱分析的故障诊断而

言,使用盲技术辨识 GIRF 是很有意义的。

　　盲辨识的一种基本方法是子空间方法 [ 6] , 它使

用噪声向量实现盲辨识, 需要对观测矩阵进行奇异

值分解。由于 Volter ra 系统辨识存在维数灾难问

题, 使得基于全部噪声向量对GIRF进行盲辨识的
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时间开销很大,不利于该技术的在线应用, 因此有必

要研究能有效减少 GIRF 盲辨识所需计算量的方

法。文献[ 7]研究了使用最小噪声空间的盲辨识方

法,它可有效减少子空间方法的运算量。本文基于

Volterra 系统盲辨识的线性 M IMO 模型,应用子空

间方法对 Volter ra 系统的 GIRF 进行盲辨识,通过

对 Vol terra 系统噪声空间的分析, 研究了使用部分

噪声向量对 GIRF 进行盲辨识的方法。由于不需要

搜索全部的噪声空间, 因而能有效减少盲辨识所需

的计算量。仿真结果说明了该方法是可行的。

2　基于标准子空间方法的GIRF盲

辨识

　　对于 SISO 因果定常非线性系统,其记忆长度

为 M 的 P 阶截断V olterr a级数模型为

y ( n) = ∑
P

p= 1
y p ( n) + v ( n) =

∑
P

p = 1
∑
M- 1

m1= 0

⋯∑
M- 1

mp= 0

hp (m1, ⋯, mp ) ×

∏
p

i= 1
u( n - mi ) + v ( n) ( 1)

其中, hp (m1, ⋯, mp ) 为系统的 p 阶广义脉冲响应函

数, 其频域形式称为广义频率响应函数( GFRF)。设

输入信号带宽为 W = 1/ T , 对系统输出以采样率

L / T 进行采样,记 y
( i) ( n) = y ( nL + i - 1) , h( i)p (m1,

⋯, mp ) = hp (m1L + i - 1,⋯, mpL + i - 1) , i = 1,

2, ⋯, L ,则可建立 Volterra 系统的SIMO模型

y( n) =∑
P

p= 1
∑
M- 1

m
1
= 0
⋯∑

M- 1

m
p
= 0
hp (m1 ,⋯, mp ) ×

∏
p

i= 1

u( n - mi) + v( n) ( 2)

其中, y( n) = [ y
( 1)
( n) ⋯ y

( L )
( n) ]

T
, hp (m1 ,⋯, mp )

= [ h( 1)p (m1 ,⋯, m p ) ⋯ h
( L )
p (m 1,⋯, mp ) ] , v( n) =

[ v ( 1) ( n) ⋯ v
( L ) ( n) ] T。

考虑 Volterra 核的对称性, 取 0≤ m1 ≤⋯≤

mp ≤ M - 1,在式( 2) 中定义

h
( l)
p (m1,⋯, mp ) = h

(l)
p , i

1
: i

p- 1
(m ) =

h
( l)
p (m, m + i1 ,⋯, m + i p- 1 )

m = 0, 1,⋯,M - i p- 1 - 1

0≤ i 1≤⋯≤ i p- 1≤ M - 1

l = 1, 2,⋯, L ( 3)

hp, i
1
: i

p- 1
(m) : =

[ h( 1)p , i
1
: i

p- 1
(m, m + i 1,⋯, m + ip - 1) , ⋯,

h
( L )
p, i1: ip- 1 (m, m + i1 ,⋯, m + i p- 1 ) ] ( 4)

从而可将 p 维Vo lterra核看作多个一维 Volter ra核

的集合, 这里符号 i 1: ip - 1表示集合{ i 1,⋯, ip - 1� 0≤
i 1 ≤ ⋯ ≤ i p- 1 ≤ M - 1}。相应地定义输入

up , i
1
: i

p- 1
(m) : = u(m) u(m - 1)⋯u(m - i p- 1 )。利用

以上定义,并令m p = m + i p- 1 ,M p , i
1
: i

p- 1
= M - ip - 1

- 1,则式( 2) 可改写成

y ( n) = ∑
P

p = 1

⋯ ∑

M
p , i1: ip- 1

m= 0

hp, i
1
: i

p- 1
(m) ×

up , i
1
: i
p- 1

( n - m) + w( n) ( 5)

式( 5) 即为 Volterra 核盲辨识的线性 MIMO 模

型
[ 4, 5]
。下面的分析暂不考虑噪声的影响。

对于式( 5) , 定义输入向量[ u1( n) , u2( n) ,⋯,

u�( n) ] = [ u1( n) , u2, 0: 0( n) ,⋯, u�, l
p
: l

p
( n) ] , 定 义

Vo lterr a 核 矩 阵 [ h1, h2, ⋯, h�] = [ h1, h2, 0: 0,⋯,

h�, l
p
: l

p
] , 其 中, hj = [ h

T
1, j , h

T
2, j , ⋯, h

T
L , j ]

T
。hi, j =

[ hi, j ( 0) , hi, j ( 1) ,⋯, hi, j (M P - 1) ] T, i = 1, 2, ⋯, L ,

j = 1, 2,⋯,�。设输入信号是持续激励的。
将各子系统输出的 N 个连续观测值集中在一

起, 构成输出向量 Y( n) = [ Y( 1) T( n) ⋯ Y
( L ) T( n) ] T ,

其中, Y
( i)
( n) = [ y

(i)
( n) ⋯ y

( i)
( n - N + 1) ]

T
, i =

1, 2,⋯, L。相应地构成输入观测向量 U
T
( n) =

[ u( n) ⋯ u( n - N + M + 1) ]
T
,噪声向量 V( n) =

[ v
T
1 ( n) ⋯ v

T
L ( n) ]

T
。再构造 N L × �( N + MP ) 维

Vo lterr a 核 系 数 矩 阵 HN = [HT
N ( 1, : ) ⋯

H
T
N ( L , : ) ] T , 其中 HN ( i , : ) = [HN ( i, 1) ⋯ HN ( i ,

�) ] N×�( N + M
P
) ,且

HN ( i, j ) =

h i, j ( 0) ⋯ h i, j (M P - 1) ⋯ 0

� � � �

0 ⋯ hi , j ( 0) ⋯ hi , j (M P - 1) N×(N + MP )

( 6)

则有 Y( n) = HNU( n) + V( n)。考虑输出自相关矩

阵,即 RV = E[ Y( n) YT ( n) ] = HNRuH
T
N + �2I LN , 其

中, Ru = E[U( n)UT ( n) ] , E[ V( n) VT( n) ] = �2I LN。

设HN为列满秩,即 r = Rank(HN ) = ( N + M V)。将

RV 按特征值分解写成RV = E [ Y( n) YT ( n) ] = Ss sS
T
s

+ �2SnS
T
n。其中, Ss = [ S1 , S2 ,⋯, Sr ] 是由 RV 的相应

于 r 个最大特征根的正规正交向量组成,它表征信

号子空间; Sn = [ Sr+ 1 ,⋯, SLN ] 包含了RV的其余LN
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- r 个相应于 �2的正规正交向量,它表征噪声子空

间。则可建立矩阵正交关系 S
T
nHN = 0。

这一正交关系就是基于标准子空间方法盲辨识

Volterra 系统广义脉冲响应函数的依据。该方法需

要搜索全部噪声子空间来完成盲辨识。由于 GFRF

的辨识存在维数灾难问题, 使得基于标准子空间方

法盲辨识 GIRF 需要的计算量非常大, 相应的时间

开销也很大, 这对于该方法的在线应用很不利。文献

[ 7] 针对线性系统研究了使用最小噪声子空间进行

盲辨识的方法。借鉴该文的思想分析 Vo lterra 系统

GIRF 的盲辨识问题,则可建立 GIRF 盲辨识的快速

子空间方法。

3　GIRF 盲辨识的快速子空间方法

3. 1　快速子空间方法的建立

设 L > �, 记 d = LN - �( N + MP ) , Sn =

[ Sr+ 1 ,⋯, SLN ] = [ Sn, : , 1, Sn, : , d ] , Sn, : , j = [ S
T
n, 1, j ,⋯,

S
T
n,L , j ] T , j = 1, 2, ⋯, d。定 义 Sn, i, j ( z ) =

∑
N - 1

k= 0
Sn, i, j ( k ) z

- k
, i= 1, 2, ⋯, L , j = 1, 2, ⋯, d ,

H i, q( z ) = ∑
M- 1

k= 0
hi, q( k ) z - k, q = 1, 2,⋯,�,可得

H
T
N ( z ) =

H i, 1( z ) ⋯ H L , 1( z )

� � �
H i, �( z ) ⋯ H L , �( z ) �×L

Sn ( z ) =

S n, 1, 1( z ) ⋯ Sn, 1, d ( z )

� � �
Sn, L , 1 ( z ) ⋯ Sn, L , d ( z ) L×d

=

　　　　[ Sn, : , 1 ( z ) , ⋯, Sn, : , d ( z ) ]

则可将 S
T
nHN = 0等价地表示为如下的多项式矩阵

正交关系

H
T
N ( z ) Sn( z ) = 0 ( 7)

从而 Sn ( z ) 的列张成 HN ( z ) 的右零空间, 称其为噪

声多项式向量空间。设HN ( z ) 是列满秩的,则HN ( z )

的右零空间是!= L - �维的[ 8]。因而存在一组 !个
噪声多项式向量, 构成噪声多项式向量空间的基

B
-

n( z ) , 记 B
-

n( z ) = {B1( z ) ,⋯, B!( z ) �Bi( z ) =

Sn, : , j ( z ) , 1 ≤ i ≤ !, 1 ≤ j ≤ d }。显然, B-n ( z ) �

H
⊥
N ( z ) , Sn ( z ) = Span{B-n( z ) } ,从而式( 7) 等价于

H
T
N ( z ) B-n ( z ) = 0 ( 8)

式( 8) 说明, 基于噪声多项式向量空间的基 B
-

n ( z ) ,

也可以实现对 HN ( z ) 的盲辨识。

设 BJ ( z ) 对应的噪声向量为 Bj = [ b
T
1, j ,⋯,

b
T
L , j ]

T
LN×1 ,记bi, j = [ bi, j ( 0) ,⋯, bi, j ( N - 1) ]

T
LN×1 , i =

1, 2, ⋯, L , j = 1, 2,⋯, !。构造LMV ×!( N + MV )

维矩阵

BG =

B1, 1 ⋯ B1, !

� � �
BL , 1 ⋯ BL , ! LM

V
×!( N + M

V
)

这里

Bi, j =

bi , j ( 0) ⋯ bi, j (N - 1) ⋯ 0

� � � �
0 ⋯ bi , j ( 0) ⋯ bi , j ( N - 1) MV× (N + MV )

定义 HV = [ h1 ,⋯, h�] LM
P
×�,则式( 8) 可等价地表示

为 H
T
VBG = 0。则由下式可求出hi( i = 1, 2,⋯,�) 的

估值 h
 
i

h
 
i = arg m in‖hT

i BG‖2 =

arg m in
‖h

i
‖= 1

h
T
i BGB

T
Ghi ,　i = 1, 2, ⋯,� ( 9)

　　可见, h i( i = 1, 2, ⋯,�) 是矩阵 BGB
T
G 的最小特

征值对应的特征向量, 这说明只需使用 !个噪声向
量便可完成GIRF 的盲辨识,从而大大减少了 GIRF

盲辨识所需的运算量。实现这一方法需要有一组构

成噪声多项式向量空间基的噪声向量, 下面说明求

取这组向量的方法。

使用各子系统的输出构成输出子向量,定义第 l

个输出子向量Y
( l)
�+ 1( n) = [ YT

s
1
( n) ⋯ Y

T
s�+ 1

( n) ] T , si ∈

{ 1, 2,⋯, L } , si ≠ s j。进而定义系统的最小冗余输出

向量集

Y�+ 1( n) = {Y( 1)
�+ 1( n) ,⋯, Y( L - �)

�+ 1 ( n) } ( 10)

Y
(i+ 1)
�+ 1 ( n) 与Y

( i)
�+ 1( n) 有且仅有一个相异的输出向量。

令 Rl = E [ Y
( l)
�+ 1( n) Y

( l) T
�+ 1( n) ] , l = 1, 2,⋯, !,对 Rl 作

特征值分解, 取其最小特征值对应的特征向量记为

S
( l)
n = [ S

( l) T
n, s

1
,⋯, S

( l) T
n, s�+ 1

]
T
N (�+ 1)×1 ,扩展 S

( l)
n 成为 RV 的

噪声向量,记为Sn, ( l) = [ bTl, 1, ⋯, bTl, L ] T
NL×1 = Bl ,其中

bl, i =
S
(l )
n, s

j
, 　i = s j

0, 　i≠ s j

i = 1, ⋯, L , j = 1, ⋯,�+ 1 ( 11)

　　由于 S
( l)
n 是 R

( l)
的噪声向量,而 R

( l)
是 RV 的子

阵, 由式( 11) 容易证明 H
T
N ( z ) Bl( z ) = 0, l = 1, 2,

⋯, !,即 Bl ( z ) ∈ H
⊥
N ( z )。由于向量组{B1, ⋯, B!} 是

线性无关的, 所以多项式向量组{B1( z ) ,⋯, B!( z ) }

也是线性无关的, 而且任意噪声多项式向量都可由

{B1( z ) ,⋯, B!( z ) } 线性表示出。因此, 多项式向量

组{B1( z ) ,⋯, B!( z ) } 构成噪声多项式向量空间的
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一个基,从而向量组{B1,⋯, B!} 就是所需要的一组

噪声向量。

Volterra 核盲辨识的主要计算量在于对自相关

矩阵的 SVD分解。基于标准子空间方法的 Vo lterr a

核盲辨识需要对 LN ×LN 的矩阵做 SVD分解,而

本文方法只需做 !次(�+ 1) N × (�+ 1) N 矩阵的

SVD分解,其计算量的减少是显著的。

3. 2　快速子空间方法的盲可辨识条件

参照文献[ 6] 定理 2的分析方法,可建立 GIRF

快速子空间方法的盲可辨识条件。

引理1　假设: 1) 对于所有的 z ∈C,HN ( z ) 是

列满秩的; 2) 观测窗长度 N ≥ �M P; 3) L > �; 4)

输入相关矩阵R u是行满秩的。那么,若存在矩阵 H
 
N

与 HN 具有相同的维数,使 H
 T
N ( z ) Bn ( z ) = 0,则 H

 
V

= HVT,其中,H V = [ h 1 ,⋯, h �] 是HV的估值, T是�
× �的非奇异常阵。

4　仿真算例

　　 数字仿真时直接使用 Volter ra 系统的线性

M IMO 模型,设 L = 4,系统模型为

　　　　y( n) = ∑
1

l= 0

h1 ( l) u( n - l ) +

　　　　∑
1

l= 0

h2, 0: 0 ( l) u2 ( n - l) +

　　　　h2, 1: 1( 0) u( n) u( n - l ) + w( n)

其中

y( n) = [ y
1
( n) , y

2
( n) , y

3
( n) , y

4
( n) ]

T

h1 ( 0) = [ 1, 0. 5, 2, 0]
T

h1 ( 1) = [ - 2. 5, 3, 0, - 0. 2] T

h2, 0: 0 ( 0) = [ 2, 0. 3, - 0. 7, 0. 01]
T

h2, 0: 0 ( 1) = [ 0. 7, 1. 2, 0. 3, - 0. 001] T

h2, 1: 1 ( 0) = 0

输入信号为正态分布的伪随机序列,信噪比 SNR =

30 dB, N = 1 000。分别使用标准子空间方法( VSS)

和本文的快速子空间方法( VRS)辨识该系统的广

义脉冲响应函数。考虑到基于非线性谱分析的故障

诊断技术分析的是系统的广义频率响应函数

( GFRF ) , 因此, 图 1～图 4 分别以 1 阶和 2 阶

GFRF 的形式给出了仿真实验结果。

从仿真结果可以看出, 用本文方法估计出的

Vo lterr a 频域核,其精度低于用标准子空间方法得

到的估计结果, 但是估计得到的 GFRF 的特征点却

是完整和基本准确的,与使用标准子空间方法得到

的估计结果基本一致,这对基于非线性谱分析的故

障诊断来说已经满足需要。本文方法的一个显著特

点是能有效地减少盲辨识所需运算量, 这对于算法

的在线应用是很有意义的。另外的仿真实验则表明,

当系统的非线性较强或信噪比较低时, 本文方法对

GIRF 的辨识效果不佳。

图 1　1 阶 GFRF　　　　　　　　　　　　　　　　图 2　真实的 2阶 GFRF

图 3　VSS方法辨识的 2 阶 GFRF　　　　　　　　　　　图 4　VRS方法辨识的 2 阶 GFRF

(下转第 286页)
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　C =
1 0. 2 0

0 1 0. 2
,　D 1 =

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

　D 2 =
0 0 0 0. 2 0

0 0 0 0 0. 3

系统模型噪声强度为 W = I 5, H ∞指标约束为 ∀=
0. 98; 极点约束指标为图 1 所示切角扇形区域, 其

中, #= ∃/ 4, q = 1, r = 4;约束方差为

Pm =

0. 6 0 0. 1

0 5. 2 0. 6

0. 1 0. 6 3. 1

用 Matlab-LMI 工具箱计算得

A k =

- 2. 014 0. 001 331 2 - 1. 756 2e - 005

3. 555 6 - 3. 405 8 - 0. 007 222

7. 056 5 - 0. 100 4 - 3. 336 5

B k =

- 2. 322 4 - 0. 226 78

7. 823 - 0. 533 1

11. 553 - 0. 980 76

Ck =
8. 601 2 0. 006 092 0. 001 377 7

29. 527 0. 022 779 0. 010 093

D k =
- 10. 481 - 4. 557 8

7. 006 6 - 4. 969 5

　　于是求得‖T wy ( s )‖∞ = 0. 976 38, 极点为:

- 2. 510 5 + 2. 219 6 i, - 2. 510 5 - 2. 219 6 i,

- 2. 317 5 + 0. 424 13 i, - 2. 317 5 - 0. 424 13 i,

- 3. 421 1, - 3. 326 8; 原系统稳态方差为

X =

0. 391 4 - 0. 5 0. 320 37

- 0. 5 1. 761 1 - 0. 729 18

0. 320 37 - 0. 729 18 1. 724

可以验证, 所求反馈控制器使各项指标均能得到满

足。
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5　结　　论

　　本文针对基于非线性谱分析的故障诊断的需

要,研究了使用部分噪声向量盲辨识非线性系统广

义脉冲响应函数的子空间方法。仿真实验的结果表

明,使用该方法估计得到的 GFRF 可以满足基于非

线性谱分析的故障诊断的需要, 并且运算量较小,因

而更适宜于在线应用。
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