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满足 H∞,区域极点和方差指标约束的

动态输出反馈控制研究
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摘　要: 根据满意控制的思想,设计动态输出反馈控制器参数, 使连续线性随机系统满足预先给定的

H ∞指标、扇形区域极点指标和协方差上界指标, 以保证系统具有期望的性能。首先建立一个使闭环系

统满足扇形区域极点指标的充分条件,然后利用线性矩阵不等式方法,将上述 3类指标约束的动态输出

反馈控制器设计问题转化成一组 LMI 的可行解问题,后者可借助 M atlab-LMI 工具箱进行有效求解。

数值算例说明了所提出设计方法的有效性。
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On dynamic output control with constraints on H∞,

pole placement and covariance

CH ENG X iang-quan, GUO Zhi , WA N G Yuan-gang

( Depar tment of Automation, Nanjing Univer sity of Science & T echnolog y , Nanjing 210094, China)

Abstract: Based on t he conception of satisfacto ry contr ol, a design method o f dynam ic output feedback

cont ro llers is pr oposed for a class o f continuous linear stochastic systems, so t ha t the closed-lo op sys-

tem sat isfies pr escr ibed specifications o f H infinit y, sector pole placement and covar iance upper-bound.

A sufficient condition is fir st pr esented fo r t he closed-loop system′s poles assigned in the g iven sector .

T hen via linear ma trix inequlities ( LMI ) appro ach, the design of dynamic output feedback contro ller s

w it h above thr ee specifications is transfo rmed int o t he feasible problem of some cer tain LMI sy stem.

T he latt er can be efficiently solved by means of Matlab-LMI contro l t oo lbox . A numer ical ex ample

shows the va lidit y o f the pr oposed design method.
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1　引　　言

　　实际工程中通常要设计具有物理可实现性的

控制器以使系统具有期望的性能, 而期望的性能一

般包括:以区域极点指标表征的快速性、以稳态方差

指标表征的稳态精度和以H ∞指标表征的对有界扰

动的抑制能力。对非最优但满足期望性能的任一单

项指标,系统都对应控制器的一个解集,若这些解集
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的交集非空, 则系统必存在同时满足上述 3 种指标

的控制器。如果一个系统反馈状态不完备, 则可利用

测量输出来构造状态反馈控制器。文献[ 1] 研究了

H ∞控制器的设计方法,文献[ 2] 讨论了圆形极点与

状态方差约束的状态反馈控制器的设计方法。本文

则根据满意控制的思想
[ 3]

,求解同时满足上述 3种

指标要求的动态输出反馈控制器, 其中的极点指标

是扇形区域, 更具有实际工程意义。

　　在求解满意控制器的参数时,首先利用适当的

变量代换把各个期望指标都用线性矩阵不等式

( LM I) 来 刻画, 然后 借助流 行的 计算 软件

Matlab-LMI 工具箱进行求解。

2　问题描述

　　针对如下线性随机系统

x
�( t ) = Ax ( t) + Bu( t ) + D 1w ( t )

y ( t ) = Cx ( t ) + D 2w ( t )
( 1)

其中, x ( t ) ∈R
n为状态, u( t ) ∈R

n
u和 y ( t) ∈R

n
y分

别为控制输入和测量输出; w ( t) ∈ R
n
w ,当它作为随

机噪声时, 是强度为 W > 0, 零均值且初始状态

x ( 0) 与 w ( 0) 不相关的高斯型白噪声, 包含系统模

型噪声和测量噪声,而当它作为有界扰动时,其各分

量均为 Lebesgue 可测; A , B , D 1, D 2, C 是适维实常

矩阵。假设矩阵对( A , B) 可控, ( A , C) 可观测。

　　设计如下形式的动态输出反馈控制器

x
�
K ( t) = A Kx K ( t ) + B Ky ( t )

u( t) = CKx K ( t ) + DKy ( t)
( 2)

其中 x K ( t) ∈ R
n,使增广闭环系统

x
�
cl = A clx cl + Bclw

y = Cclx cl + D clw
( 3)

满足如下约束:

　　1) ‖T wy ( s)‖∞ < �;
　　2) 闭环系统( 3) 的极点位于给定的切角扇形区

域(如图 1所示) ;

　　3) 闭环系统( 3) 中对应原系统( 1) 的状态稳态

方差X < Pm, P m为给定方差约束指标。其中

A cl: =
A + BDKC BCK

B KC A K

Bcl: =
D 1 + BDKD 2

BKD 2

Ccl: = [ C　0] , 　D cl : = D 2

T wy ( s) = D cl + Ccl( sI - A cl)
- 1
B cl 为扰动 w 到系统

图 1　切角扇形区域

输出 y 的传递函数,且定义

K : =
A K B K

CK DK

3　多指标约束的满意控制

3. 1　H∞指标的 LMI描述

　　根据有界实引理,可以得到如下引理:

　　引理1　闭环系统( 3) 满足‖T w y ( s)‖∞ < �,
且稳定的充分必要条件是存在 Q > 0满足

A clQ + QA
T
cl B cl QC

T
cl

B
T
cl - �I D

T
cl

CclQ D cl - �I

< 0 ( 4)

　　假设( Q, K ) 是不等式( 4) 的一个可行解, 可将

矩阵 Q及其逆矩阵 Q
- 1
分块

Q: =
R M

M
T

U
,　Q

- 1: =
S N

N
T

V
( 5)

其中 R 和 S 是 n 阶对称矩阵。则由 QQ
- 1 = I , 得

MN
T
= I - RS。

　　引理 2
[ 1]
　若存在( Q , K) 满足式( 4) , 则 Q 和

Q
- 1
按式( 5) 分块后, I - RS 非奇异。

　　构造矩阵

� 1: =
R I

M
T 0

,　� 2: =
I S

0 N
T

( 6)

则由引理2得MN
T = I - RS非奇异, 所以� 1和 � 2

均为可逆矩阵, 且由 QQ
- 1 = I 可得

Q� 2 = � 1

� T
2Q� 2 = � T

2 � 1 =
R I

I S
( 7)

于是构造如下可逆矩阵

� 22: =
� 2 0

0 � 2

,　� 21: =
� 2 0

0 I

　　　� 31 : =

� 2 0 0

0 I 0

0 0 I

( 8)
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用矩阵 � 31及其转置分别右乘、左乘式( 4) , 即得

　　　　

A R + RA
T + BC

-
K + C

-T
KB

T
A + BDKC + A

- T
K D 1 + BDKD 2 RC

T

( A + BDK C + A- T
K ) T

S A + A
T
S + B- KC + C

T
B- T

K SD 1 + B- KD 2 C
T

( D 1 + BDKD 2) T ( SD 1 + B
-

KD 2 ) T - r I D
T
2

CR C D 2 - rI

( 9)

其中

B
-

K : = N BK + SBDK ( 10a)

C-K : = CKM
T + DKCR ( 10b)

A
-

K : = N A KM
T + N BKCR +

　　　SBCKM
T + S ( A + BDKC) R ( 10c)

显然,式( 9) 是关于变量( R, S , A- K , B- K , C-K , DK ) 的线

性矩阵不等式,且式( 9) 是式( 4) 经过合同变换得到

的,因此二者是等价的。

3. 2　切角扇形区域指标的 LMI描述

图 2　角形区域

用 S ( q,  ) 表示图 2中的角形网格区域 ! , 于是
有下述引理:

引理 3　实矩阵 A 极点位于 S( q ,  ) (其中 q 为

正实数, 0 <  ≤ ∀/ 2) 的充要条件是:矩阵变量 Q的

下述不等式有正定解。

( sin - icos ) A Q + ( sin +
ico s ) QA

T + 2qsin �Q < 0 ( 11)

　　证明　(充分性) A 为实阵, 其特征值关于实轴

对称,若 #= a + bi为 A
T
的特征值, a和 b为实数,

则 #* = a - bi亦为 A 的特征值。令A
T
u = #u, 则有

u
H
A = #* u

H, A T
u
- = #* u-, u-H

A = #u-H。将式( 11) 分别

左乘以u
H
右乘以u,左乘以u

-H
右乘以u

-,整理后得到

下式

( asin - bcos + qsin ) uH
Qu < 0

( asin + bcos + qsin ) u-H
Qu
- < 0

( 12)

显然Q > 0时, uH
Qu > 0, u-H

Qu
- > 0,其中 u为右复

特征向量, u
H
为 u 的 Hermite 转置,即共轭转置。于

是有下式成立

a < - q

( a + q) tan < b < - ( a + q) tan 
( 13)

从而可得 a± bi位于角形区域 S( q,  )。若 #= a 为

A
T 的特征值, a 为实数, ∃为相应右特征向量, 则同

样可得a < - q。

　　(必要性)　令 A
⌒

= ( sin - icos ) A + qsin �

I ,易证#( A
⌒

) = ( sin - icos )#( A ) + qsin 。将#( A )

= a � bi代入 #( A
⌒

) , 可得 #( A
⌒

) 的实部为 asin -

bco s + qsin < 0或asin + bcos + qsin < 0, 于

是根据 Lyapunov 稳定判据, A
⌒

Q + QA
⌒

T
< 0, 即式

( 11) 必有正定解 Q。因此必要性成立。□

　　引理 4
[ 4]　 实矩阵 A 极点位于以原点为圆心、

半径为 r 的开圆盘内的充要条件是: 矩阵变量 Q 的

下述不等式有正定解。

A QA
T
- r

2
Q < 0 ( 14)

　　定义一个线性矩阵不等式为

U V

- V U
< 0 ( 15)

其中

U : = sin ( ( A + qI ) Q + Q ( A + qI )
T
)

V : = cos ( ( A + qI ) Q - Q ( A + qI )
T
)

对式( 15) 进行合同变换,得

2[ U - iV ] 0

0
1
2 [ U + iV ]

< 0 ( 16)

其中

U - iV = ( sin - icos ) A Q +

( sin + icos ) QA
T
+

2qsin �Q < 0

而U + iV 是其共轭,可证得亦有U + iV < 0。所以,

若 0 <  ≤ ∀/ 2,则式( 11) 与( 15) 等价。

　　由引理 3和引理 4可知,闭环系统( 3) 的极点位

于图 1所示的扇形区域内的充分条件是:矩阵变量

Q 且 Q > 0的下述不等式组有解。

( sin - icos ) A clQ + ( sin + icos ) QA
T
cl < 0 ( 17)

　　 sin
∀
2 - icos

∀
2 A clQ + sin

∀
2 +

　　icos
∀
2

QA
T
cl + 2qsin

∀
2
�Q < 0 ( 18)

　　A clQA
T
cl - r

2
Q < 0 ( 19)
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　　式( 17) 的等价形式为

sin ( A clQ + QA
T
cl) co s ( A clQ - QA

T
cl)

- co s ( A clQ - QA
T
cl) sin ( A clQ + QA

T
cl)

< 0

( 20)

用式( 8) 定义的矩阵 � 22及其转置分别右乘、左乘式

( 20) ,并进行合同变换得

sin �% co s �&
- cos �& sin �%

< 0 ( 21)

其中
% : =

AR + RA T + BC
-

K + C
-T

KB T A + BDKC + A
-T

K

( A + BDKC + A
- T

K )
T SA + A TS + B

-
K C + CTB

-T
K

& : =

AR - RA T + BC
-

K - C
-T

KB
T A + BDKC - A

-T
K

(- A - BD KC + A- T
K ) T SA - A TS + B-K C - CTB-T

K

　　定义矩阵

∋ : =
R I

I S
, ( : =

A R + BC
-

K A + BDK C

A
-

K S A + B
-

KC

于是,用式( 6) 定义的矩阵� 2及其转置分别右乘、左

乘式( 18) ,并进行合同变换得

% + 2q∋ < 0 ( 22)

　　将式( 19) 扩张成矩阵形式为

- rQ A clQ

QA
T
cl - rQ

< 0 ( 23)

用式( 8) 定义的矩阵 � 22及其转置分别右乘、左乘式

( 23) 得

- r∋ (
( T

- r∋
< 0 ( 24)

3. 3　方差约束指标的 LMI描述

　　若控制器( 2) 使相应闭环系统( 4) 稳定, 则稳态

状态方差阵为

X cl: = lim
t→∞

E
x ( t)

x K ( t )

x ( t )

x K ( t)

T

: =
X X K

X
T
K X KK

( 25)

且是如下 Lyapunov 方程的唯一半正定解

A clX cl + X clA
T
cl + BclWB

T
cl = 0 ( 26)

　　引理 5
[ 2]
　 若动态输出反馈 K 使闭环系统( 3)

渐近稳定,则矩阵变量 Q的不等式

A clQ + QA
T
cl + BclWB

T
cl < 0 ( 27)

有正定解,且有 X cl < Q。

　　将式( 27) 扩张成矩阵形式, 用式( 8) 定义的矩

阵 � 21及其转置分别右乘、左乘并进行合同变换得

　　　　

A R + RA
T
+ BC

-
K + C

-T
KB

T
A + BDKC + A

- T
K D 1 + BDKD 2

( A + BDK C + A
- T

K ) T
S A + A

T
S + B

-
KC + C

T
B
- T

K SD 1 + B
-

KD 2

( D 1 + BDKD 2)
T

( SD 1 + B
-

KD 2 )
T

- W 1

< 0 ( 28)

3. 4　输出反馈满意控制

　　定理1　给定区域极点指标为图 1所示的切角

扇形区域,方差约束指标为 P m, H ∞约束指标为 �。
若 LM I( 9, 21, 22, 24, 28) 与 R < P m构成的LM I组

有可行解( R , S, A- K , B- K , C-K , DK ) , 则可通过求解方

程组( 10) 得到一组参数( A K , BK , CK , DK ) , 其所构成

的动态反馈控制器必是使系统同时满足 H ∞, 极点

和方差 3类指标约束的满意控制器。

　　证明　 令( R, S , A- K , B- K , C- K , DK ) 是一组可行

解,则由式( 24) 得矩阵 ∋ > 0,从而矩阵 I - RS 可

逆。于是利用满秩分解总可求得一对满秩方阵 M 和

N , 满足 MN
T
= I - RS。因此可按式( 6) 构造矩阵

� 1和 � 2 ,进而可构造矩阵 Q = � 1� - 1
2 ,则有

� T
2Q� 2 = � T

2 � 1 =
R I

I S
= ∋ > 0

因而矩阵是正定的。再由方程组( 10) 可求出一组参

数( A K , BK , CK , DK )。由前文的所有引理和相关论述

可知, 用式( 6) , ( 8) 所构造矩阵的逆及逆矩阵的转

置对 LMI( 9, 21, 22, 24, 28) 做相应的合同变换后,

显然( Q , A K , BK , CK , DK ) 是不等式组( 4, 17 ～ 19,

27) 的一组解,且满足 X ≤ R ≤P m。所以,求得的动

态反馈控制器必是使系统同时满足 H ∞, 极点和方

差 3类指标约束的满意控制器。□

　　若定理 1所提出的指标在相容范围内,则必有

可行解,而指标的相容范围可通过求解 LM I 组约束

下矩阵迹的极值问题得到,文献[ 2] 已有相关论述。

在工程设计过程中,如用 Matlab-LM I 工具箱求解,

若所提出指标在相容范围内, 则程序将自动给出一

组可行解;否则,程序将发散并有出错提示。

4　数值算例

　　假设系统( 1) 中的系数矩阵分别为

A =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

,　B =

0 0

1 0

0 1
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　C =
1 0. 2 0

0 1 0. 2
,　D 1 =

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

　D 2 =
0 0 0 0. 2 0

0 0 0 0 0. 3

系统模型噪声强度为 W = I 5, H ∞指标约束为 �=

0. 98; 极点约束指标为图 1 所示切角扇形区域, 其

中,  = ∀/ 4, q = 1, r = 4;约束方差为

Pm =

0. 6 0 0. 1

0 5. 2 0. 6

0. 1 0. 6 3. 1

用 Matlab-LMI 工具箱计算得

A k =

- 2. 014 0. 001 331 2 - 1. 756 2e - 005

3. 555 6 - 3. 405 8 - 0. 007 222

7. 056 5 - 0. 100 4 - 3. 336 5

B k =

- 2. 322 4 - 0. 226 78

7. 823 - 0. 533 1

11. 553 - 0. 980 76

Ck =
8. 601 2 0. 006 092 0. 001 377 7

29. 527 0. 022 779 0. 010 093

D k =
- 10. 481 - 4. 557 8

7. 006 6 - 4. 969 5

　　于是求得‖T wy ( s )‖∞ = 0. 976 38, 极点为:

- 2. 510 5 + 2. 219 6 i, - 2. 510 5 - 2. 219 6 i,

- 2. 317 5 + 0. 424 13 i, - 2. 317 5 - 0. 424 13 i,

- 3. 421 1, - 3. 326 8; 原系统稳态方差为

X =

0. 391 4 - 0. 5 0. 320 37

- 0. 5 1. 761 1 - 0. 729 18

0. 320 37 - 0. 729 18 1. 724

可以验证, 所求反馈控制器使各项指标均能得到满

足。
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5　结　　论

　　本文针对基于非线性谱分析的故障诊断的需

要,研究了使用部分噪声向量盲辨识非线性系统广

义脉冲响应函数的子空间方法。仿真实验的结果表

明,使用该方法估计得到的 GFRF 可以满足基于非

线性谱分析的故障诊断的需要, 并且运算量较小,因

而更适宜于在线应用。
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