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基于 Riccati方程解的非线性降维观测器
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摘　要: 对 L ipschitz 非线性系统降维观测器进行讨论。在代数 Riccati 方程有正定解的前提下,指出

L ipschitz 非线性系统存在降维观测器, 它取决于所考虑的代数 Riccat i方程的正定解。给出了降维观测

器的设计方法,机器人模型的仿真结果表明其具有实用性。
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Abstract: The r educed-order observ er design problems o f Lipschitz nonlinear systems ar e discussed.

T he reduced-o rder obser ver fo r L ipschitz nonlinear system is based on the so lution of a Riccati

equation. To examine the practical usefulness of the pr oposed observ ers, it is applied t o a r eal robotic

mode. The simultion results show that t he pr oposed reduced-o rder obser ver has good per formances.
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1　引　　言

　　控制系统的状态反馈对各种综合问题显示出极

大的优越性, 系统的极点配置、镇定、解耦控制、无静

差跟踪以及线性二次型最优控制, 都需要引入适当

的状态反馈才能实现。但是或者由于不易直接测量,

或者由于测量手段在经济上和使用上的限制,使得

不可能获得实际系统的全部状态变量。状态观测器

的主要目的就是利用系统的已知信息估计出系统的

未知状态。对于线性系统, 著名的 Kalman 滤波

器[ 1, 2]和 Luenberg er 观测器设计方法[ 3]已为系统的

观测器设计提供了较为完善的答案。对于非线性系

统,观测器设计是一项具有复杂性的研究工作,并引

起了众多学者的关注。一般说,有如下几类非线性观

测器设计方法 : 扩展Kalman滤波器
[ 4～7]
及扩展

Luenber ger 观测器方法
[ 8] ,非线性坐标变换 [ 9～11]及

类 Lyapunov 方法[ 12, 13]。

　　与线性系统一样,非线性系统按其结构可分为

全维观测器和降维观测器。降维观测器维数相对较

低,因而只需较少的积分器便可构造,这就使得整个

反馈系统结构大为简化。为此,本文对 Lipschitz非

线性系统降维观测器设计方法进行讨论。
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　　本文使用下列记号:

　　Rm×n表示 m× n实矩阵全体; I p 表示 p × p 阶

单位矩阵;‖ �‖表示向量的 Euclidean范数; 矩阵

A 称为稳定矩阵, 如果其所有特征值均在复平面的

左半平面;设 P 1和 P 2为两正定矩阵,如果 P1 - P 2

是正定矩阵, 则记为 P1 > P 2。

2　降维观测器的设计

　　本文所考虑的非线性对象可描述为

x
�= A x + � ( x , u)
y = Cx

( 1)

其中, x ∈R
n, u∈R

m, y ∈R
p , � : Rn×R

m→R
n , A ∈

R
n×n, C ∈ R

p×n 且 ( A , C) 可观测, � ( x , u) 为全局
Lipschitz函数, 即存在正整数 �使得

‖� ( x 1, u) - � ( x 2 , u)‖≤ �‖x 1 - x 2‖

� u∈ R
m
,　x 1, x 2∈ R

n
( 2)

其中 �称为 Lipschitz常数。

　　在观测器设计方面,许多学者对 Lipschitz非线

性系统作了研究和讨论[ 13～15]。很多非线性函数是

Lipschitz 的, 至少在局部意义下是这样, 例如 x
2在

局部意义下就是 Lipschitz 函数。在机械及机器人技

术中, 所需控制对象很多是 Lipschitz 非线性系统。

本节讨论的降维观测器设计方法, 均取决于如下假

设中代数Riccati方程的可解性及其求解。

　　假设1　对于系统( 1) 非线性项的Lipschitz常

数 �, 存在正数  和矩阵 K ∈ R
n×p

, 使得如下代数

Riccat i方程有正定解 P

( A - K C) T
P + P( A - K C) +

�2
PP + I +  I = 0 ( 3)

　　以下基于对 Riccati方程的求解, 给出系统( 1)

降维观测器的设计方法。为简单起见,不妨假定C =

( I p　0)。在假设 1成立的前提下, 对矩阵 A 和代数

Riccat i方程的正定解 P 进行矩阵分解

A =
A 11 A 12

A 21 A 22

,　P =
P1 P2

P
T
2 P3

其中, A 11 , P1 ∈ R
p×p , A 12 , P2 ∈ R

p×( n- p ) , A 21 ∈

R
( n- p)×p , A 22 , P3 ∈ R

(n- p )×( n- p)。对 Riccat i方程( 3)

按分块展开, 并由第 2行第 2列分块得

P 3( A 22 + L A 12) + ( A 22 + L A 12 ) T
P 3 +

�2
P 3P3 + �2

P
T
2P 2 + I n- p +  I n- p = 0 ( 4)

其中

L = P
- 1
3 P

T
2 ∈ R

( n- p )×p ( 5)

式( 4) 表明

P3 ( A 22 + L A 12 ) + ( A 22 + L A 12)
T
P3 +

�2
P 3L L

T
P3 + �2

P 3P 3 + I n- p < 0 ( 6)

　　定理 1　设 C = ( I p　0) ,则在假设1成立的前

提下,非线性系统( 1) 具有( n - p ) 维降维观测器,

其形式如下

x
 
1 = z

 
1 = y

z
 �
2 = ( A 22 + L A 12) z 2 + [ L ( A 11 - A 12L ) +

　　A 21 - A 22L ] y + � *

(

y

z
 
2 - Ly

, u)

x
 
2 = z

 
2 - L y

( 7)

其中, � * ( x , u) = ( L　I n- p ) � ( x , u) , L 由式( 5) 给

出。

　　证明　进行等价坐标变换 z = Tx ,其中 T =

I P 0

L In- p

,则系统( 1) 等价于

z
�
2 = ( A 22 + L A 12) z 2 + [ L ( A 11 - A 12L ) +

　　A 21 - A 22L ] y + � *

(

y

z 2 - Ly
, u)

y = z 1

( 8)

式( 8) 第 1式减式( 7) 第 2式,得观测器误差动态方

程

z
~
�

2 = ( A 22 + L A 12) z~2 + ( L　I n- p ) �
～

( 9)

其中

z
~
2 = z 2 - z

 
2

�
～

= � (

y

z 2 - Ly
, u) - � (

y

z
 
2 - L y

, u)

考虑 Lyapunov 函数 V = z
~T
2P 3z

~
2 , 其沿着误差方程

( 9) 的微分是

V
�

= z
~T
2 [ ( A 22 + L A 12)

T
P 3 + P3 ( A 22 +

L A 12) ] z~2 + 2z~T
2P 3( L　I n- p ) �

～

( 10)

由于

2z~T
2P 3( L　I n- p ) �

～

≤ 2!z~T
2 P3 ( L　I n- p ) �

～

! ≤
�2
z
~T
2 P3 ( L L T + I n- p ) P3z

~
2 + z

~T
2 z
~

2

则式( 10) 变为

V
�

≤ z
~T
2 [ ( A 22 + L A 12)

T
P3 + P 3( A 22 +

L A 12 ) + �2
P 3L L

T
P 3 + �2

P3P3 + I n- p ] z~2

由式( 6) 知 V
�< 0, 这表明lim

t→∞
x
~
( t ) = 0,即式( 7) 是

系统( 1) 的降维观测器。□

　　需要指出的是,假定 C 具有( I p　0) 的形式并
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不是必须的, 即当且仅当( A　C) 是可观测的,同样

存在与定理 1类似的结论。由于其过程类似,相关过

程在此从略。

3　实例仿真及其分析

　　由上节的讨论可知, 降维观测器设计的关键是

求解代数Riccat i方程的解,式( 5) 也表明了这一点。

代数Riccat i方程的解通常可用MAT LAB中的函数

ARE 较为方便地解出。本节通过对一个实际模型的

仿真, 以验证所提出的降维观测器设计方法的正确

性和实用性。

　　试验表明一大类机器人, 若不考虑由传输所引

起的关节柔性,其性能就会受到限制;若不考虑由低

频共振所产生的关节柔性, 则将限制机器人的性能

范围。考虑到这些因素,最近机器人技术已着重考虑

柔性关节点的控制问题。对单连杆柔性关节机器人

而言,状态的选取包括关节点位置及其速度,连杆位

置及其速度。考虑到物理上的因素,电动机的位置及

其速度很容易测出, 但对其它状态的测量却不是一

件易事。本节用所提出的降维观测器对该控制对象

进行状态估计,以电动机的位置及其速率为输入,估

计出连杆的位置及其速率。

　　该控制对象的一个状态空间描述如下[ 13]

!
�

m = ∀m

∀
�
m =

k
J m

(!1 - !m) -
B
J m
∀m +

kr
J m

u

!
�

1 = ∀1

∀
�
1 = - k

J 1
(!1 - !m) - mg h

J 1
sin(!1 )

其中, J m表示DC电动机调节器的惯性, J 1表示可控

连杆的惯性, !m 和 !1 分别表示电动机的旋转角和连
杆的旋转角, ∀m和∀1分别表示电动机的角速度和连

表 1　模型参数值

系统参数 / 单位 数　　值

　电动机惯性 Jm/ k g �m2 　3. 7× 10- 3

　连杆惯性 J1/ kg �m 2 　9. 3× 10- 3

　指示器质量 m/ kg 　2. 1× 10- 3

　连杆长度 2b/ m 　3. 0× 10- 3

　弹簧弹性系数 k/ ( N �m/ rad) 　1. 8× 10- 3

　粘性摩擦系数 B/ ( N �m/ V) 　4. 6× 10- 3

　放大器增益 K r / (N �m / V) 　8. 0× 10- 3

杆的角速度。一般说, 作为时间的函数, 由于扭转的

变形,它们之间会产生一些差别。表 1列出了用于仿

真的模型参数。

　　经过参数选定,系统模型可描述如下

x
�= Ax + f ( x ) + g( y ) u

y = Cx

其中 x = ( x 1　x 2　x 3　x 4)
T
= (!m　∀m　!1　∀1)

T

为系统状态,而

A =

0 1 0 0

- 48. 6 - 1. 26 48. 6 0

0 0 0 10

1. 95 0 - 1. 95 0

C =
1 0 0 0

0 1 0 0
,　g = ( 0　21. 6　0　0) T

f ( x ) = ( 0　0　0　 - 0. 333sin( x 1) )
T

　　在本例中

� ( x , u) = gu( t ) + f ( x ) , 　�= 0. 333

对该 Lipschitz常数, 存在  = 0. 25以及

K =
4. 581 1 - 46. 345 9 0. 174 0 1. 494 5

0. 940 2 10. 480 6 2. 400 2 0. 216 7

T

使得 Riccat i方程( 3) 具有如下正定解

P =

0. 171 1 0. 006 2 - 0. 135 4 0. 310 1

0. 006 2 0. 059 6 - 0. 023 8 - 0. 074 9

- 0. 135 4 - 0. 023 8 1. 399 1 - 0. 214 6

0. 310 1 - 0. 074 9 - 0. 214 6 5. 224 2

于是由式( 5) 可计算出

L =
- 0. 088 0 - 0. 019 3

0. 055 7 - 0. 015 1

　　图 1和图 2给出了仿真结果。仿真输入为 sint ,

初始状态定为 x ( 0) = ( 1　2　1　0)
T
, x
 
( 0) =

( 1　2　0　0. 5) T。从仿真曲线可以看出状态跟踪效

果是令人满意的。

图 1　 状态 x3(或 !1) 仿真结果
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图 2　状态 x4(或 ∀1) 仿真结果

4　结　　论

　　本文讨论了 Lipschitz非线性系统降维观测器

的设计方法。在一个与 Lipschitz 常数有关的代数

Riccat i方程有解的前提下,给出了一种降维观测器

设计方法,主要结论由第 2节的定理 1给出。为检验

该降维观测器的实用性,我们相对于一实际模型进

行仿真分析, 仿真结果表明,本文所给出的方法其状

态观测效果较为满意。
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