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带有时滞摄动的线性切换系统的稳定性
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摘　要: 研究一类带有时滞摄动的线性切换系统的稳定性,分别利用单李亚普诺夫函数方法和多李亚

普诺夫函数方法给出了使切换系统渐近稳定的条件和切换律的设计方法。仿真结果验证了所提出设计

方法的有效性。
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Abstract: T he stab ility p rob lem s of a class of linear sw itched system s w ith delayed pertu rbations are

discussed. Tw o classes of sw itch ing law s are constructed by using single2L yapunov function techn ique

and m ultip le2L yapunov function techn ique respectively. T he sim ulation resu lts show the effict iveness of

the design m ethod.
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1　引　　言

　　在许多实际的工程系统中,由于信息传输速度

的限制、干扰的作用和元件老化等原因,经常出现时

滞现象。时滞的出现时常导致稳定的系统不能稳定

工作,同时也给系统的分析和设计带来了很大困难。

因而,在出现时滞后如何保证系统仍能稳定地工作,

便成为一个非常重要的问题。近年来,这方面的研究

工作已取得不少成果[1～ 5 ]。

　　另一方面,许多实际的工程系统,如汽车转向系

统、计算机磁盘系统、机器人控制系统等,只允许在

有限个模型中进行切换,以实现控制目的。我们称这

类系统为切换系统。切换系统是混杂系统中的一类

重要模型,近几年受到普遍重视。

假设一个切换系统仅有有限个子系统供切换,

即使每个子系统均渐近稳定,也可能存在一个切换

律,使得切换系统在此切换律下不能稳定; 反之,即

使每个子系统均不稳定,也可能找到一个使切换系

统稳定的切换律。与通常的连续系统或离散系统相

比,切换系统具有不少特性,这些特性增加了对切换
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系统分析和设计的难度。

　　目前,切换系统的研究多集中于稳定性的分析

和设计[6～ 9 ] ,尚未见有关带有时滞的切换系统的研

究报道。如何在有时滞影响的情况下,找到一个使系

统渐近稳定的切换律,是本文所要研究的内容。我们

分别利用单李亚普诺夫函数方法和多李亚普诺夫函

数方法,给出两种切换律的设计方案。仿真结果验证

了所提出设计方案的有效性。

2　引理与命题

　　考虑如下一类时滞系统[1 ]

xα( t) = A x ( t) + E ( t) x ( t - h ( t) ) (1)

其中, x ( t) ∈R n为状态,A ∈R n×n为稳定矩阵, h ( t)

是任一满足 hα( t) = dh ( t) öd t < 1的有界时变函数,

E ( t) ∈R n×n 代表时滞摄动,并且满足如下条件

‖E ( t)‖≤ Γ (2)

文献[ 1 ] 给出了系统 (1) 渐近稳定的鲁棒稳定界:

定理 1[1 ]　考虑系统 (1) ,如果下列条件成立

Γ< Γk0
(Q , Α) : =

[ 1 - hα( t) ]1ö2Κ1ö2
m in [P - 1 (2ΑQ - Α2 I n) P - 1 ] (3)

则系统 (1) 是渐近稳定的。其中

0 < Α< 2Κm in (Q ) (4)

P > 0是如下李亚普诺夫方程的解

A T P + PA = - 2Q ,　Q > 0 (5)

　　这一结果需要对矩阵Q 及正标量 Α做出选择,

以实现鲁棒界 Γk0
(Q , Α) 最大化。为了避开对Q 及 Α

的选择,文献[ 2 ]就时滞函数 h ( t) 为常值 h 的情形,

给出了使系统 (1) 渐近稳定的结果:

命题 1[2 ]　考虑系统 (1) ,假设条件 (2) 满足。如

果下列矩阵不等式可解

I + A T P + PA + Γ2P P < 0,　P > 0 (6)

则系统 (1) 是渐近稳定的。其中 I 为 n 阶单位阵。

文献 [ 2 ] 进一步指出, 若系统 (1) 满足条件 (3)

～ (5) ,则矩阵不等式 (6) 是可解的。

3　系统描述及问题提出

　　考虑如下一类切换系统

xα( t) = A Ρx ( t) + E Ρ ( t) x ( t - h ) (7)

其中, x ( t) ∈R n为状态,A Ρ∈R n×n和 E Ρ ( t) ∈R n×n

为时滞摄动矩阵, h > 0为时滞常数; Ρ∶[ 0,∞) →m

= {1, 2,⋯,m } 为切换函数,它是一个依赖于时间 t

或状态x ( t ) 的分段常值函数; x ( t ) = < ( t ) , t∈

[ - h , 0 ], <( t) 为向量值连续函数。

显然,系统 (7) 共有m 个子系统,即

xα( t) = A ix ( t) + E i ( t) x ( t - h )

i = 1, 2,⋯,m (8)

　　本文并不要求某个矩阵A i是稳定的,但要求摄

动矩阵 E i 是有界的, 即存在m 个正常数 Γ1, Γ2,⋯,

Γm ,使其满足

‖E i ( t)‖≤ Γi,　i = 1, 2,⋯,m (9)

条件 (9) 对应于条件 (2)。

对于系统 (7) , 我们要解决的问题是: 设计切换

律 Ρ: [ 0,∞) →m ,使得切换系统 (7) 是渐近稳定的。

下面分别利用单李亚普诺夫函数方法和多李亚

普诺夫函数方法,给出此问题的两种解决方案。

4　切换律的设计

4. 1　方案 1:单李亚普诺夫函数方法

令 Γ= m ax{Γ1, Γ2,⋯, Γm },用 ΧΑ1, Α2,⋯, Αm (A 1,A 2,

⋯,A m ) 表示由参数 Α1, Α2,⋯, Αm 所确定A 1,A 2,⋯,

A m 的凸组合构成的矩阵束,即

ΧΑ1, Α2,⋯, Αm (A 1,A 2,⋯,A m ) =

{Α1A 1 + Α2A 2 + ⋯ + ΑmA m∶

Α1,⋯, Αm ∈ [ 0, 1 ], Α1 + ⋯ + Αm = 1}

　　 定理 2　 若存在 Aϖ ∈ ΧΑ1, Α2,⋯, Αm (A 1,A 2,⋯,

A m ) ,使得下列R iccat i不等式有对称正定解 P

AϖTP + PAϖ + Γ2P P + I < 0 (10)

则存在切换函数 Ρ( t)∶[ 0, + ∞) →m , 使得系统

(7) 渐近稳定。

证明　仅就m = 2的情形加以证明,m > 2的

情形同理可证。

因为Aϖ∈ΧΑ1, Α2
(A 1,A 2) ,所以ϖ Α∈ [ 0, 1 ],使得

Α1 = Α, Α2 = 1 - Α,并且

Aϖ = ΑA 1 + (1 - Α)A 2 (11)

将式 (11) 代入式 (10) ,得

Α[A T
1 P + PA 1 ] + (1 - Α) ×

[A T
2 P + PA 2 ] + Γ2P P + I < 0

即

Α[A T
1 P + PA 1 + Γ2P P + I ] +

(1 - Α) [A T
2 P + PA 2 + Γ2P P + I ] < 0

所以

Αx T [A T
1 P + PA 1 + Γ2P P + I ]x +

(1 - Α) x T [A T
2 P + PA 2 + Γ2P P + I ]x < 0

Π x ∈R nø{0}
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令

　　　8 1 = {x ûx T [A T
1 P + PA 1 +

　　　 　 　Γ2P P + I ]x < 0}

　　　8 2 = {x ûx T [A T
2 P + PA 2 +

　　　 　 　Γ2P P + I ]x < 0}

则R nø{0} = 8 1 ∪ 8 2。选择李亚普诺夫函数

V (x ( t) ) = x T P x +∫
t

t- h
x T (Η) x (Η) dΗ

设计切换律

Ρ( t) =
1,　x ( t) ∈ 8 1

2,　x ( t) ∈ 8 2 - 8 1

(12)

若 x ( t) ∈ 8 1, 则

Vα(x ( t) ) =

x T ( t) [A T
1 P + PA 1 ]x ( t) + x T ( t -

h ) E T
1 P x ( t) + x T ( t) P E 1x ( t - h ) +

x T ( t) x ( t) - x T ( t - h ) x ( t - h ) =

x T ( t) [ I + A T
1 P + PA 1 + Γ2P P ]x ( t) -

x T ( t) P (Γ2 I - E 1E T
1 ) P x ( t) - [E T

1 P x ( t) -

x ( t - h ) ]T [E T
1 P x ( t) - x ( t - h ) ] < 0

同理,当 x ( t) ∈ 8 2 - 8 1 时,有Vα(x ( t) ) < 0。

综上,在切换律 (12) 下,沿系统 (7) 的轨线恒有

Vα< 0,因此系统 (7) 渐近稳定。□

注 1　若Α= 0或 1,即两个时滞子系统中至少

有一个是渐近稳定的,则Ρ(1) ≡ 1或Ρ( t) ≡ 2。此时

切换信号固定在稳定的子系统上,即不进行切换,定

理 2退化为命题 1。因而,定理 2可看成命题 1的推

广。定理 2的意义在于,当每个时滞子系统都不稳定

时,可适当选择切换律来保证时滞切换系统渐近稳

定。

4. 2　方案 2:多李亚普诺夫函数方法

这里假定m = 2, Γ= m ax{Γ1, Γ2},切换系统 (7)

是由下面两个子系统构成的。

xα( t) = A ix ( t) + E i ( t) x ( t - h ) ,　i = 1, 2

(13)

　　定理 3　若存在两个非负或非正实数 Β1 和 Β2

以及两个对称正定阵P 1和P 2,使得下面两个不等式

成立

- P 1A 1 - A T
1 P 1 - Γ2P 1P 1 -

I + Β1 (P 2 - P 1) > 0 (14)

- P 2A 2 - A T
2 P 2 - Γ2P 2P 2 -

I + Β2 (P 1 - P 2) > 0 (15)

则存在切换函数 Ρ( t)∶[ 0, + ∞) → {1, 2},使得由

式 (13) 构成的切换系统 (7) 渐近稳定。

证明　不妨设 Β1 和 Β2 非负,并令

V i (x ( t) ) = x T P ix +∫
t

t- h
x T (Η) x (Η) dΗ

Ρ( t) = arg m ax{V i (x ( t) ) },　i = 1, 2

由文献[ 10 ] 的 S2P rocedu re知,式 (14) 和 (15) 同时

成立可得以下结论:

当 x T (P 1 - P 2) x ≥ 0且 x ≠ 0时,有

x T [A T
1 P 1 + P 1A 1 + Γ2P 1P 1 + I ]x < 0

当 x T (P 2 - P 1) x ≥ 0且 x ≠ 0时,有

x T [A T
2 P 2 + P 2A 2 + Γ2P 2P 2 + I ]x < 0

令

8 1 = {x ∈R nûx T (P 1 - P 2) x ≥ 0, x ≠ 0}

8 2 = {x ∈R nûx T (P 2 - P 1) x ≥ 0, x ≠ 0}

则 8 1∪ 8 2 = R nø{0}。考虑系统 (13) ,当 x ∈ 8 1时,

有

Vα
1 (x ( t) ) =

x T [ I + A T
1 P + PA 1 + Γ2P P ]x -

x T ( t) P (Γ2 I - E 1E T
1 ) P x ( t) -

[E T
1 P x ( t) - x ( t - h ) ]T ×

[E T
1 P x ( t) - x ( t - h ) ] < 0

同理可证,当 x ∈ 8 2 - 8 1 时,Vα
2 (x ( t) ) < 0。

另一方面, 由切换律的设计可知, 在切换时刻

tj ,有

V Ρ( tj ) (x ( tj ) ) ≤ lim
t→t-j

V Ρ( t) (x ( t) )

由多李亚普诺夫函数技术[6 ] 知, 系统 (7) 是渐近稳

定的。

当 Β1 和 Β2 非正时,令

Ρ( t) = arg m in{V i (x ( t) ) , i = 1, 2}

可得同样结论。综上可知定理 3成立。□

注 2　若 Β1或 Β2有一个为 0,则式 (12) 中两个

子系统至少有一个是渐近稳定的,因此 Ρ( t) ≡ 1或

Ρ( t) ≡ 2。此时切换信号固定在稳定的子系统上,即

不进行切换。定理 3仅就m = 2的情形研究了切换

律的设计,当m > 2时,情况将很复杂,需要进一步

探讨。另外,定理 2和定理 3从不同角度研究了同一

个系统切换律的设计,二者互不包含。

5　仿真例子

　　考虑如下例子

xα( t) = A 1x + E 1x ( t - 0. 5) (16)

xα( t) = A 2x + E 2x ( t - 0. 5) (17)

其中
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　A 1 =
- 5 - 0. 5

0 1
,　E 1 =

- 0. 5 0

0 - 1

　A 2 =
0. 5 0

- 1 - 5. 5
,　E 2 =

- 0. 2 0

0 - 1
则 Γ= 1。对于系统 (16) 和 (17) ,若初始点均取在 x 0

= x (0) =
2

2
,且当 t∈ [ - 0. 5, 0 ]时, x ( t) ≡

2

2
,

则这两个系统均不稳定。但若采取设计方案 1,当 Α1

= Α2 = 0. 5时,不等式 (10) 有对称正定解

P =
1 0. 45

0. 45 1

从而

8 1 = { (x 1, x 2) û - 7. 797 5x 2
1 -

2. 8x 1x 2 + 3. 752 5x 2
2 < 0}

8 2 = { (x 1, x 2) û2. 302 5x 2
1 -

4. 7x 1x 2 - 8. 797 5x 2
2 < 0}

且 8 1 ∪ 8 2 = R 2ö{0}。

系统的切换域如图 1所示。

图 1　系统切换域

　　由式 (16) 和 (17) 构成的切换系统是渐近稳定

的,如图 2所示。

图 2　切换系统的状态响应

6　结　　语

　　本文研究带有时滞影响的线性切换系统的稳定

性,分别利用单李亚普诺夫函数和多李亚普诺夫函

数方法给出了渐近稳定的切换律的两种设计方案。

所得结果均以线性矩阵不等式的形式给出,便于工

程上实现。由于本文把时滞当作干扰来对待,因此并

没有涉及在切换时刻时滞对系统动态行为的影响。

这也是今后需要研究的问题。
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