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延迟反馈引导混沌系统到周期解

蔡朝洪, 须文波, 徐振源, 李莲花
(江南大学 信息与控制工程学院,江苏 无锡 214036)

摘　要: 利用M eln ikov方法严格分析了延迟反馈实现引导混沌系统到周期解的控制机理,揭示出延迟

时间与控制混沌的关系,得到一些新的结论: 延迟反馈实际上是一作用明显的扰动项,使得系统的稳定

流形和不稳定流形不再横截相交;延迟时间关系到扰动量的大小,但不必是吸引子中不稳定周期轨道的

周期整数倍。次谐轨道的M eln ikov分析进一步证实了周期解的存在性。
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D irecting chaotic dynam ics towards per iod ic m otion
by tim e-delayed feedback con trol

CA I Chao2hong , X U W en2bo, X U Z hen2y uan , L I L ian2hua

(Schoo l of Info rm ation and Contro l Engineering, Sou thern Yangtze U niversity, W uxi 214036, Ch ina)

Abstract: M eln ikov′s m ethod is used to analyze the m echan ism of tim e2delayed feedback con tro l fo r

chao tic mo tion in a typ ical pertu rbed p lanar H am ilton ian system. It is show n that the pertu rbation term

yielded by tim e2delayed feedback con tro l m akes the stab le m anifo lds and the unstab le m anifo lds no t

in tersect. T he delayed tim e m ay no t be an in teger m ult ip le of the period of the inheren t unstab le o rb it

in the chao tic at tracto r. FurtherM eln ikov′s analyses exam ine the ex istence of low 2periodic subharmonic

o rb its in the con tro lled system.
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1　引　　言

　　混沌是由确定性非线性系统产生,对于初值极

为敏感,具有内禀随机性和长期预测不可能性的往

复非周期运动。Paragas提出了延迟反馈法,即利用

简单的延迟反馈来镇定混沌吸引子中不稳定的周期

轨道 (U PO ) [1 ]。延迟反馈法具有广泛的普适性,适

用于控制低维系统的混沌,对高维系统和无穷维延

迟微分动力系统产生的混沌仍然适用,甚至可用于

控制时空混沌。

　　近年来,部分学者利用线性理论解释了延迟反

馈控制混沌的机理[2～ 4 ],但是这些分析普遍缺少严

密性。人们普遍认为,在延迟反馈控制混沌中,延迟

时间 Σ与U PO 的周期紧密相关。Chen 将延迟反馈

应用于控制自治系统的混沌,证明了“如果反馈增益

矩阵非奇异,则延迟时间 Σ必须是U PO 周期的整数

倍”[4 ]。本文考虑更普遍的情况,即在非自治系统中

反馈增益矩阵奇异。我们用延迟反馈来引导一个典

　收稿日期: 2001206206; 修回日期: 2001211205

　基金项目: 国家自然科学基金项目 (19872044)

　作者简介: 蔡朝洪 (1977—) ,男,福建莆田人,硕士生,从事混沌控制等研究;须文波 (1946—) ,男,江苏无锡人,教授,博士生

导师,从事集散控制、最优控制等研究。



型的受扰的平面H am ilton 系统—— 非线性扰动摆

从混沌运动到低周期解,利用M eln ikov方法分析了

混沌产生和破坏的过程, 揭示了延迟反馈实现控制

混沌的本质,得到了与以往文献截然不同的结论。

2　利用M eln ikov方法分析延迟反馈
控制混沌的机制

2. 1　延迟反馈控制扰动摆方程

　　考虑如下扰动摆方程[5 ]

xα= y

yα= - sinx + Ε(- Λx + Λb + a sinΞt)
(1)

当 Ε= 0. 1, Λ= 0. 3, b = 3, Ξ = 1, a = 2. 5时,该扰

动摆存在混沌运动。方程 (1) 的未扰系统 (Ε= 0) 实

际上与Jo sep h son结的未扰系统是一致的[6 ]。若仅对

系统 (1) 的第 2式施加延迟反馈,则受控后的扰动摆

方程为

xα= y

yα= - sinx + Ε(- Λx + Λb +

　　a sinΞt) + ΕP (y ( t - Σ) - y ( t) )

(2)

其中, ΕP 为反馈增益, Σ为延迟时间。与文献 [ 4 ] 相

比,本文的反馈增益矩阵是奇异的。

　　 当 Ε = 0 时, 式 (2) 为一 H am ilton 系统, 其

H am ilton 量为

H (x , y ) =
1
2

y 2 - co sx = h (3)

所对应的系统为

xα= y ,　yα= - sinx (4)

　　式 (2) 定义在S ′×R 的柱面上,其中心点为 (0,

0) ,并有 p 1 = (- Π, 0) 和 p 2 = (Π, 0) 粘合而成的双

曲鞍点。当 h = 1时,存在两条联结双曲鞍点的同宿

轨道 # 0
±; 当 h < 1时,存在一簇围绕 (0, 0) ,且位于

# 0
±内的振动型 (O 型) 周期轨道 # i (k ) ;当 h > 1时,

存在两簇包围柱面的旋转型 ( R 型 ) 周期轨道

# l
± (k )。上述各类轨道的参数方程分别为:

　　1) 同宿轨道 # 0
±

x 0
± ( t) = ± 2arcsin ( th t)

y 0
± ( t) = ± 2sech t

(5)

　　2) 振动型周期轨道 # i (k )

x i ( t, k ) = 2arcsin (k sn t)

y i ( t, k ) = 2kcn t
(6)

此时 h i
± (k ) = H (# i (k ) ) = 2k 2 - 1 < 1,对应的周

期为 T i (k ) = 4K (k )。

　　3) 旋转型周期轨道 # l
± (k )

x l
± ( t, k ) = ± 2arcsin (sn

t
k )

y l
± ( t, k ) = ± 2

k
dn ( t

k )
(7)

此时 h l
± (k ) = H (# l

± (k ) ) = 2ök 2 - 1 > 1,对应的

周期为T l (k ) = 2kK (k )。其中, snu , dnu , cnu为雅可

比椭圆函数, k (0 < k < 1) 为椭圆函数的模, K (k )

为第 1类完全椭圆积分。

2. 2　用M eln ikov方法分析混沌的产生与破坏

　　现用M eln ikov 方法详细解析系统 (2) 实现延

迟反馈控制混沌的机理。首先分析 Sm ale 马蹄的产

生与破坏。对于 # 0
+ ,其M eln ikov函数为

M 0
+ ( t0) =

∫
+ ∞

- ∞
y 0

+ ( t) [ - Λx 0
+ ( t) + Λb + a sin ( t +

t0) + P y 0
+ ( t - Σ) - P y 0

+ ( t) ]d t =

2ΠΛb + 2Πa sech
Π
2

ΞsinΞt0 + P Ω(Σ) (8)

其中

Ω(Σ) = - 8 -
4

sinhΣln
co shΣ- sinhΣ
co shΣ+ sinhΣ

Ω(Σ) 的曲线如图 1所示。

图 1　Ω(Σ) 曲线

　　如果

û2ΠΛb + P Ω(Σ) û < 2Πa sech
Π
2

Ξ (9)

则系统 (2) 的庞加莱映射在不动点 p 1的不稳定流形

与不动点 p 2 的稳定流形将横截相交。

　　对于 # 0
- ,其M eln ikov函数为

M 0
- ( t0) =

∫
+ ∞

- ∞
y 0

- ( t) [ - Λx 0
- ( t) + Λb + a sin ( t +

t0) + P y 0
- ( t - Σ) - P y 0

- ( t) ]d t =

- 2ΠΛb - 2Πa sech
Π
2

ΞsinΞt0 + P Ω(Σ) (10)

如果

û - 2ΠΛb + P Ω(Σ) û < 2Πa sech
Π
2

Ξ (11)
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则系统 (2) 的庞加莱映射在不动点 p 1的稳定流形与

不动点 p 2 的不稳定流形将横截相交。如果系统参数

同时满足式 (9) 和 (11) ,则系统将存在Sm ale马蹄变

换意义下的混沌。

图 2　原系统的混沌吸引子

　　未加控制即ΕP = 0时,原扰动摆的混沌吸引子

如图 2所示。由图 1可知,当 Σ≥ 4时,延迟反馈的作

用是明显的,小量的反馈增益即可获得较好的效果。

当由式 (9) 和 (11) 算得 P ≥ 0. 08时,系统的混沌将

被破坏。数值仿真中,如果延迟时间取 Σ= 4,则反馈

增益 P ≥ 0. 05, 受控系统由混沌态快速转为周期

态。系统进入稳态后出现稳定的周期 1 运动如图 3

所示。

图 3　进入稳态后稳定的周期 1运动

　　需要指出的是,理论计算与数值仿真存在小的

误差, 这是由M eln ikov 方法本身的缺陷造成的[5 ]。

但从总体上看,上述M eln ikov分析已经很好地解释

了延迟反馈引导扰动摆从混沌转为周期解的机理。

2. 3　用M eln ikov方法分析次谐的存在性

　　混沌破坏后, 受控系统将产生低周期次谐轨

道,下面分析次谐轨道的存在性。关于O 型周期轨道

# i (k ) ,对于任何互素正整数m 和 n ,存在唯一的 k i
m ön

∈ (0, 1) ,使得

T (k i
m ön) = 4K (k i

m ön) =
m
n

T =
2Πm
Ξn

计算该次谐的M eln ikov函数,得到

M m ön
i ( t0) =

∫
m T

0
y i ( t, k ) [ - Λx i ( t, k ) + Λb + a sin ( t +

t0) + P y i ( t - Σ, k ) - P y i ( t, k ) ]d t =

2arcsink sn (4nK (k ) ) Λb +

8Πak sech (ΞK ′(k ) ) sinΞt0 +

P Ωk
i (Σ) - P õ 4 (4nK (k ) - 4nK (k ) k′2) (12)

其中

Ωk
i (Σ) =∫

m T

0
y i ( t, k ) y i ( t - Σ, k ) d t

k′= 1 - k 2 ,　K ′(k ) = K (k′)

E (k ) 为第2类完全椭圆积分。关于R型周期轨道# l
+

(k ) ,对于任一互质正整数m 和 n , 同样存在唯一的

k l
m ön ∈ (0, 1) ,使得

T l (k l
m ön) = 2k l

m önK (k l
m ön) =

m
n

T =
2Πm
Ξn

计算该次谐的M eln ikov函数,得到

M m ön
l ( t0) =

2arcsin (sn (2nK (k ) ) ) Λb +

4Πa sech (ΞK ′(k ) ) sinΞt0 +

P Ωk
l (Σ) - P õ 4 (E (k ) - k′2K (k ) ) öΠ (13)

其中

Ωk
l (Σ) =∫

m T

0
y l ( t, k ) y l ( t - Σ, k ) d t

　　本文着重考虑周期 1解。当m = n = 1时,对于

振动型的周期 1轨道, k i = 9. 355× 10- 6,由式 (12)

算得振动型周期 1轨道的M eln ikov函数

M 1ö1
i ( t0) = 0 + 7. 768× 10- 10 sinΞt0 +

P Ωk
i (Σ) - 2. 197× 10- 9P (14)

　　对于旋转型的周期 1轨道, k l = 0. 974 0。由式

(13) 算得振动型周期 1轨道的M eln ikov函数

M 1ö1
l ( t0) = 0 + 4. 743sinΞt0 +

P Ωk
l (Σ) - 1. 108P (15)

　　图 4给出了周期 1轨道的 Ωk
i (Σ) 和 Ωk

l (Σ) 的曲

线。图中 P = 0. 05, Σ= 4。综合式 (14) 和 (15) ,振动

型的周期 1轨道和旋转型的周期 1轨道是可以存在

的。但在数值仿真中,系统受控后只有振动型的周期

1轨道出现,而没有旋转型的周期 1轨道,这说明振

动型的周期 1轨道可能是稳定的,而旋转型的周期 1

轨道可能是不稳定的。其稳定性分析相当复杂,我们

将另文给出。由系统受控后状态变量 y 的运行曲线

(略) 可以观察到, 进入稳态后其周期约为 T i (k i
1ö1)

= 2Π,这是振动型的周期 1轨道。

　　值得指出的是,对于一类施加延迟反馈控制后
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(a)　Ω1ö1
i (Σ) 曲线

(b)　Ω1ö1
l (Σ) 曲线

图 4　Ω1ö1
i (Σ) 和 7 1ö1

l (Σ) 曲线

受扰的平面H am ilton 系统,上述对系统 (2) 这一特

例进行M eln ikov的分析过程具有一般性。在此不作

推广, 可参阅文献 [ 7 ]。总之, 在一类受扰的平面

H am ilton 系统中,经M eln ikov分析发现,延迟反馈

本质上可能仅仅是一作用明显的扰动项。

3　结　　论

　　对于控制混沌系统到低周期解,延迟反馈是一

种简单、实用而有效的方法,并已广泛应用于各类系

统。尽管一些文献分析了延迟反馈控制的机理,得到

了较好的结果,但条件比较强,结果也不十分完整。

我们应用M eln ikov 方法,研究一个典型的受扰的平

面H am ilton 系统混沌运动的延迟反馈控制机理,得

到一些较为完整的理论结果,主要结论如下:

　　1) 适当的延迟反馈镇定了系统的混沌运动,延

迟反馈产生一作用明显的扰动项,使得稳定流形和

不稳定流形不再横截相交,从而达到控制混沌的目

的。

　　2) 与以往的结论不同,在本文延迟反馈引导混

沌系统到周期解中, 延迟时间与混沌吸引子内的

U PO 周期无关,不必是U PO 周期的整数倍。

　　3) 与文献 [ 4 ]研究的自治系统不同,我们讨论

的是非自治系统,延迟反馈矩阵是奇异的情况,因此

结论也有很大的差异。
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