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Wiener状态滤波器设计新方法
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摘　要: 基于经典稳态 Kalman 滤波理论, 应用射影理论, 对完全可观完全可控的系统提出了设计

Wiener 状态滤波器的新方法, 可统一处理稳定或不稳定系统的最优预报、滤波和平滑问题,估值器具有

ARMA 递推形式, 且具有渐近稳定性。仿真例子说明了该算法的有效性。
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New approach of designing Wiener state filters

SUN Shu-l i, DEN G Zi-li

( Depar tment of Automation, Heilong jiang Univer sity , Harbin 150080, China)

Abstract: Based on classical steady-state Kalman filt ering theor y and the pro jection theor y , a new

alg or ithm o f designing W iener stat e filter for completely obser vable and cont ro llable sy stems is

pr esented, which can handle t he optima l pr edict ion, filter ing and smoothing fo r stable o r unstable

sy st ems in a unified fr amewo rk. The filt er s have the ARMA recursiv e form and have a sympt otic

stability. A simulation example show s their effect iveness.
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1　引　　言

　　文献[ 1]采用时域上的现代时间序列分析方法,

对完全可观系统提出一种统一的稳态 Kalman 滤波

器,可统一处理滤波、预报和平滑问题。但其缺点是

滤波器是非渐近稳定的,要求计算最优初值,且要进

行伪交换。

　　目前,对Wiener 状态估值器的报道很少。虽然

文献[ 2]用频域上的多项式方法处理Wiener 状态预

报问题, 但不能处理平滑和滤波, 且要求解 Dio-

phant ine 方程。而文献[ 3]用现代时间序列分析方

法,采用 Gevers-Wouters 算法建立了 ARMA 新息

模型。本文基于 Kalman 滤波理论,对完全可观完全

可控系统给出一种递推的Wiener 状态滤波器,可统

一处理预报、滤波和平滑问题。该算法避免了用

Gevers-Wouters 算法建立 ARMA 新息模型, 避免

了求解 Diophant ine 方程与伪交换, 且滤波器具有

渐近稳定性,从而避免了最优初值的计算。

2　问题阐述与引理

　　考虑离散定常线性随机系统

　　　　　x ( t + 1) = �x ( t) + �w ( t) ( 1)

　　　　　y ( t) = H x ( t ) + v ( t ) ( 2)
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其中, 状态 x ( t) ∈ R
n , 观测 y ( t ) ∈ R

m, 观测噪声

v ( t ) ∈ R
m
,模型噪声 w ( t) ∈ R

r
, � , � , H 是适当维

数的常值阵。

　　假设 1　w ( t) 和 v ( t) 是零均值和方差各为 Q

和 R 的独立白噪声。

　　假设 2　 初始状态 x ( 0) 独立于w ( t) 和 v ( t) ,

且Ex ( 0) =  0 , E[ ( x ( 0) -  0) ( x ( 0) -  0) T ] = P 0。

　　假设 3　 系统是完全可观完全可控的。

　　问题是基于观测( y ( t + N ) , y ( t + N - 1) ,

⋯) ,求状态 x ( t )的Wiener滤波器x
�( t� t + N ) , 它们

具有以 y ( t + N ) 作为输入的传递矩阵表达式形式。

对N = 0, N > 0或N < 0,分别称其为Wiener状态

滤波器、平滑器或预报器。

　　引理1　系统( 1) 和( 2) 有如下的ARMA新息

模型

A ( q
- 1
) y ( t ) = D ( q

- 1
) !( t) ( 3)

其 中, 　A ( q- 1) = D ( q- 1) Im - H adj( I n -

∀ q
- 1
) K pq

- 1
= � - K pH , K p = �K , K p 为稳态

Kalman 预报增益, K 为稳态 Kalman 滤波增益;

D ( q- 1 ) = det ( I n - ∀ q
- 1 ) 是稳定的。

　　证明　系统( 1) 和( 2) 在假设 1～假设 3下,

有稳态 Kalman 预报器 [ 2]

x
�( t + 1� t) = ∀ x

�( t� t - 1) + K py ( t )

y ( t) = H x
�( t� t - 1) + !( t )

于是有

y ( t ) = H ( I n - ∀ q
- 1
)
- 1
K pq

- 1
y ( t ) + !( t)

即有

det ( I n - ∀ q
- 1) !( t) =

[ det ( I n - ∀ q
- 1
) I m -

H adj( I n - ∀ q
- 1) K pq

- 1 ] y ( t)

这引出式( 3) ,由文献[ 2] 知 D ( q- 1 ) 是稳定的。□

　　引理 2　系统( 1) 和( 2) 在假设 1～假设 3下,

有Wiener 滤波器形式的稳态最优白噪声估值器

w
�
( t� t + N ) =

D
- 1
( q

- 1
) FN ( q

- 1
) A ( q

- 1
) y ( t + N ) ( 4)

v
�( t� t + N ) =

D
- 1
( q

- 1
) GN ( q

- 1
) A ( q

- 1
) y ( t + N ) ( 5)

其中

FN ( q- 1) = ∑
N

j = 1

Mw ( j ) qj - N

Mw ( j ) = Q� T[ ( I n - KH ) T � T] j - 1×

　　　　H
T
( H #H T

+ R )
- 1

GN ( q- 1) = ∑
N

j = 0

M v ( j ) qj - N

M v( 0) = R [ H #H T
+ R]

- 1

M v( j ) = - RK
T [ � T ( In - KH ) T ] j- 1 ×

　　　　� T
H

T
( H #H T

+ R )
- 1
,　j > 0

K = #H T
[ H #H T

+ R]
- 1

# 是满足 Riccat i方程

# = � [ # - #H T( H #H T +

R)
- 1
H # ] � T

+ � Q� T

的唯一正定解。

　　证明　由文献[ 2] 有 w
�( t� t + N ) , v�( t� t + N )

的非递推形式

w
�( t� t + N ) = ∑

N

j= 1

M w ( j ) !( t + j )

v
�( t� t + N ) = ∑

N

j= 0

M v( j ) !( t + j )

由模型( 3) 有

!( t) = D
- 1
( q

- 1
) A ( q

- 1
) y ( t )

代入上式,引理 2即可得证。□

　　引理 3　输出 y ( t) 有如下Wiener 预报器

y
�( t + i� t ) = D

- 1( q- 1 ) J i ( q- 1) y ( t ) ( 6)

其中

J i =
D ( q- 1) qi, 　i≤ 0

H � i- 1adj( I n - ∀ q
- 1 ) K p ,　i > 0

　　证明　当 i > 0时, 由式( 1) 有

x
�( t + i� t ) = � i- 1

x
�( t + 1� t)

由式( 2) 并利用上式和引理 1的证明过程,有

y
�( t + i� t) = H � i- 1

x
�( t + 1� t) =

H � i- 1
( I n - ∀ q

- 1
)
- 1
K py ( t )

于是

D ( q
- 1
) y�( t + i� t) =

H � i- 1
adj( I n - ∀ q

- 1
) K py ( t)

当 i≤ 0时,有

y
�( t + i� t) = y ( t + i)

综合上述两种情形即可得证。□

　　引理 4
[ 2]　 系统在假设 3下,有非递推表达式

x ( t ) =∑
∃- 1

i= 0
% i[ y ( t + i ) -

∑
i- 1

j = 0
H � i- 1- j �w�( t + j ) - v ( t + i) ] ( 7)

其中规定 � i = 0( i < 0) , 且 j ≥ 0,并定义

% = [ H T , ( H � ) T ,⋯, ( H � ∃- 1 ) T ] T

伪逆

% # = ( % T% ) - 1% T = [ % 0 , % 1 ,⋯, % ∃- 1 ]
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3　Wiener状态滤波器

　　定理 1　对系统( 1) 和( 2) 有如下渐近稳定的

Wiener 递推滤波器

D ( q- 1 ) x�( t� t + N ) = K N ( q- 1) y ( t + N ) ( 8)

其中

K N ( q- 1) = ∑
∃- 1

i= 0

% i [ J i- N ( q- 1) -

　　　　　& N
i ( q- 1) - ∋ N

i ( q- 1 ) ]

& N
i ( q- 1 ) = ∑

i- 1

j= 0

H � i- 1- j �FN - j ( q- 1 ) A ( q- 1 )

& N
0 = 0,　∋N

i ( q
- 1
) = GN - i ( q

- 1
) A ( q

- 1
)

　　证明　对式( 7) 两边同时取射影,有

x
�( t� t + N ) =

∑
∃- 1

i= 0

% i[ y
�( t + i� t + N ) -

∑
i- 1

j = 0
H � i- 1- j �w�( t + j � t + N ) -

v
�( t + i� t + N ) ]

将式( 4) ～ ( 6) 代入上式即可得证。□

4　仿真例子

　　对于系统( 1) 和( 2) ,给定 � =
0 1. 5

0 1
, � =

1

1
, H = [ 1, 0] , Q = 1, R = 1, 求状态 x ( t ) 的

Wiener 滤波器 x
�( t� t )。

　　用迭代法解 Riccati方程可求得

# =
2. 171 2 1. 780 8

1. 780 9 1. 520 5
, 　K =

0. 684 7

0. 561 6

K p =
0. 842 3

0. 561 6
, 　∀ =

- 0. 842 3 1. 5

- 0. 561 6 1

图 1　x1( t) 和Wiener状态滤波器 x�1( t� t)

图 2　x2( t) 和 Wiener 状态滤波器 x�2( t�t)

ARMA 新息模型为

( 1 - q
- 1 ) y ( t) = ( 1 - 0. 157 7q- 1 ) !( t )

由式( 8) 可得Wiener 滤波器为

D ( q
- 1
) x�( t� t) = K 0( q

- 1
) y ( t)

其中

K 0( q
- 1
) =

0. 684 7 + 0. 157 7q- 1

0. 561 6

D ( q
- 1
) = 1 - 0. 157 7q

- 1

　　仿真结果如图 1和图 2所示, 其中虚线为估计

值。

5　结　　论

　　本文基于 Kalman 滤波理论, 对完全可观完全

可控系统给出一种递推的Wiener 状态滤波器,可统

一处理稳定或不稳定系统的预报、滤波和平滑问题。

算法直接利用稳态 Kalman预报器建立 ARMA 新

息模型,避免了采用 Gevers-Wouters 算法建立 AR-

MA 新息模型。本文提出的算法避免了求解 Dio-

phant ine 方程与伪交换,且滤波器具有渐近稳定性,

避免了最优初值的计算, 从而大大减少了计算负担。

参考文献( References) :
[ 1] 邓自立, 刘玉梅.一种统一的稳态 Kalman 估值器[ J] .信

息与控制, 1999, 28( 4) : 249-253.

( Deng Z L , L iu Y M . A unified steady-st ate Kalman

estimato r [ J] . I nf or & Contr ol, 1999, 28( 4) : 249-253. )

[ 2] 邓自立. 最优滤波理论及其应用——现代时间序列分析

方法[ M ] . 哈尔滨:哈尔滨工业大学出版社, 2000.

[ 3] Chisci L , Mosca E. Po lynomial equations for the linear

MMSE state estimation[ J] . I EEE T rans on Automatic

Control, 1992, 37( 5) : 623-626.

[ 4] 孙书利 ,邓自立 .带多重观测滞后 Wiener 状态滤波器

[ A ] . 2000 中国控制与决策学术年会论文集[ C] .沈阳:

东北大学出版社, 2000. 193-196.

第 4 期 孙书利等: Wiener 状态滤波器设计新方法 505


