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多维分段广义正交多项式算子及其

在分布参数系统辨识中的应用
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摘　要: 在一维分段广义正交多项式的基础上, 提出多维分段广义正交多项式及其相应的正交多项式

算子的定义,总结归纳了多维分段广义正交多项式算子的基本性质和主要运算规则,并将二维分段广义

正交多项式算子法应用于一类非线性分布参数系统的辨识。数值算例表明,即使在存在量测噪声的情况

下,使用较小的分段数和正交基项数也能得到较好的辨识效果。
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Multidimensional piecewise general orthogonal polynomials

operator and its applications to parameter identif ication

of distributed parameter systems
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Abstract: M ultidimensional g eneral o rthogona l polynomials and its oper ato r a re pr oposed. It s basic

pr opert ies and oper ational rules a re set up in a systemat ic w ay . Tw o-dimensional g ener al o rt hogonal

po lynomials oper ator method is applied to the par ameter identification of a kind of nonlinear distr ibuted

par ameter system. The numerical ex ample show s that a better r esult under considering t he measur ing

no ise can be obt ained, using few er number s of piecew ise and o rthogonal basis.
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1　引　　言

　　正交函数应用于动态系统参数辨识, 已取得了

较好的效果。正交函数分析法的主要特点是运用运

算阵, 将微分方程或积分方程所描述的问题转换为

代数方程描述的问题, 从而简化了原问题。但是许多

研究多限于线性系统和集中参数系统, 而在控制工

程及其它领域中, 存在着大量非线性和分布参数等

现象,对于非线性分布参数系统的辨识要比线性分

布参数系统的辨识困难得多。一些研究者采用块脉

冲函数 [ 1]、W alsh函数
[ 2]及连续正交多项式[ 3]对这一
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问题进行研究。

　　本文在一维分段广义正交多项式[ 4]的基础上,

首先定义了多维分段广义正交多项式及其算子,并

推导出多维分段广义正交多项式算子的基本性质和

主要运算规则,从而使分段广义正交多项式分析法

能建立在较为严格的数学理论基础上,为误差分析

和收敛性分析奠定了基础;然后将二维分段广义正

交多项式算子法应用于一类非线性分布参数系统的

参数辨识,结合最小二乘法, 得到了系统模型参数。

数值算例表明,在存在量测噪声的情况下, 即使采用

较少的分段数和正交基项数, 该方法也能得到较精

确的辨识结果;同时,由于分段正交多项式系兼具块

脉冲和连续正交多项式的优点, 所以它比单独使用

上述两类正交函数能得到更为精确而简便的算法。

2　多维分段广义正交多项式算子及其

性质

　　记

En = { z = [ z 1, ⋯, z n ] , a( i) ≤ z i ≤ b
( i) ,

i = 1, 2,⋯, n, a (i) , b( i) ∈R }

为 n维欧氏空间中一个子区域。式中 R 表示全体实

数集合。在 En上构造一个 n维完备的广义正交多项

式系{�i1,⋯, i
n( z 1,⋯, z n) , ik = 0, 1,⋯, mk - 1, k = 1,

2, ⋯, n}。

　　设 L
n
2,w ( E n) 为 En 上满足

∫
b( 1)

a(1)
⋯∫

b(n)

a( n)
w ( z 1, ⋯, z n ) ×

[ f ( z 1,⋯, z n) ] 2dz 1⋯dz n < ∞

的n维平方可积函数 f ( z 1, ⋯, z n ) 所生成的空间,其

中 w ( z 1 ,⋯, z n) 为权函数。� f , g ∈ L
n
2,w ( E n) ,定义

内积

〈f , g〉=∫
b(1)

a
( 1)⋯∫

b( n)

a
( n)w ( z 1 ,⋯, z n) ×

f ( z 1,⋯, z n ) g( z 1 ,⋯, z n) dz 1⋯dz n

由内积诱导范数‖f‖L
n
2,w = 〈f , f〉

1/ 2
, L

n
2, w ( En ) 构

成一个可分的 Hilbert 空间。此外, 权函数 w ( z 1 ,⋯,

z n ) 满足

w ( z 1,⋯, z n ) = w ( z 1)⋯w ( z n ) = ∏
n

i= 1

w ( z i)

其中w ( z i) 为一维广义正交多项式的权函数。记

N m = span{�i
1
,⋯, i

n
( z 1 ,⋯, z n) , i k =

0, 1, ⋯, mk - 1, k = 1, 2, ⋯, n}

则 N m 为∏
n

i= 1

mi 维的 Hilber t空间。

　　现对E n上一个给定时间区域 t = [ t1 ,⋯, t n] , t i

∈ [ t( i)0 , t( i)f ] 的每一个坐标作如下分割

[ t
( i)
0 , t

( i)
f ] = [ t

( i)
0 , t

( i)
1 ] ∪⋯ ∪ [ t

( i)
N - 1t

( i)
N ]

t
( i)
N = t

( i)
f

其中 N 为正整数。令

� ( i)
j = t

( i)
j - t

( i)
j - 1, 　p

( i)
j =

b
( i)

- a
( i)

� ( i)
j

q
( i)
j =

- b
( i)
t

( i)
j- 1 + a

( i)
t
( i)
j

� ( i)
j

,　z i = p
( i)
j ti + q

( i)
j

w i ( t1 ,⋯, t n) = w [ p ( 1)
i t1 + q

( 1)
i ,⋯, p ( n)

i t n + q
( n)
i ]

�i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t 1, ⋯, tn ) =

�j
1
,⋯, j

n
[ p ( 1)

j t1 + q
( 1)
j ,⋯, p ( n)

j t n + q
( n)
j ]

　　定义 1　作如下多维正交函数系

�
-

= { �
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t 1, ⋯, tn ) , i k =

1,⋯, N , j k = 0, 1,⋯, k = 1,⋯, n}

�
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t1 ,⋯, tn) =

�i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t1 ,⋯, tn)

( t1 ,⋯, t n) ∈∪
n

k= 1
[ t

( k)
i- 1, t

(k)
i )

�N , j
1
,⋯, N , j

n
( t 1, ⋯, tn )

( t1 ,⋯, t n) ∈∪
n

k= 1
[ t

( k)
N - 1, t

( k)
N )

0,　其　 它

( 1)

w
- ( t1 ,⋯, t n) =

w i
1
,⋯ , i

n ( t1 ,⋯, t n) , 　t∈∪
n

j = 1
[ t

( j )
k- 1, t

( j )
k )

w N ,⋯, N ( t 1,⋯, tn ) ,　t ∈∪
n

j= 1

[ t( j )
N - 1 , t( j )N )

( 2)

则称函数系 �
-

为 n 维分段广义正交多项式系, 简记

为 n-PGOPs。该函数系具有如下基本性质:

　　性质 1

�i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t 1, ⋯, tn ) =

�i
1
, j

1
( t1)⋯�i

n
, j
n
( tn ) = ∏

n

k= 1
�i
k
, j
k
( t k) ( 3)

　　性质 2

〈�
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t1, ⋯, t n) , �

-

i
1
, k

1
,⋯, i

n
, k
n
( t1 ,⋯, t n)〉=

0, 　j p ≠ kp ,

∏
n

k= 1

r j k

p
( k)
i
k

,　j p = k p ,
　p = 1, 2,⋯, n ( 4)

其中 r j k =∫
b

(k )

a( k)
w ( z k) �2( z k) dz k。

　　性质 3　当 ip ≠ kp ( p = 1, 2, ⋯, n) 时
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�
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( t 1,⋯, tn ) �

-

k
1
, j

1
,⋯, k

n
, j
n
( t 1,⋯, tn ) = 0

　　显然, �
-

形成了完备的正交函数系, 对于空间

L
n
2, w ( En ) 上的任意函数 f ( z 1,⋯, z n ) ,均可展开成如

下广义付立叶级数形式

f ( z 1 ,⋯, z n) =

∑
N

i
1
= 1
∑
∞

j
1
= 0
⋯∑

N

i
n
= 1
∑
∞

j
n
= 0
f i

1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
�
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
( z 1,⋯, z n )

( 5)

其中

f i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n

=

r
-- 1
i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n∫

t(1)
f

t
(1)
0

⋯∫
t(n)
f

t
(n)
0

w
- ( t 1, ⋯, tn ) ×

f ( t 1,⋯, tn ) �
-

i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n( t 1, ⋯, tn ) dt 1⋯dtn ( 6)

r
-
i
1
, j

1
,⋯, i

n
j
n

=

∫
t
(1)
f

t(1)
0

⋯∫
t
(n)
f

t(n)
0

w
- ( t 1, ⋯, tn ) �

-
2
i
1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
×

( t1 ,⋯, tn) dt1⋯dtn ( 7)

　　通常,对 f ( z 1, ⋯, z n ) 作有限项的 N 段广义正

交多项式逼近,则 f ( z 1, ⋯, z n ) 可近似表示为

f ( z 1, ⋯, z n ) ≈ f m( z 1 ,⋯, z n ) =

∑
N

i
1
= 1
∑
m

1
- 1

j
1
= 0
⋯∑

N

i
n
= 1
∑
m
n
- 1

j
n
= 0
f i

1
, j

1
,⋯, i

n
, j
n
�
-

i
1
, j

1
, ⋯, i

n
, j
n
( z 1 ,⋯, z n)

( 8)

令

M = ∏
n

k= 1

( Nm k)

F
T

= [ f 1, 0,⋯, 1, 0,⋯, f N , m
1
- 1,⋯, N , m

n
- 1] ∈ R

M
( 9)

则式( 8) 可表示成如下向量形式

f m( z 1,⋯, z n ) = F
T�

-

( z 1 ,⋯, z n) ( 10)

　　定义 2　对任意给定的一组自然数 mk( k = 1,

2, ⋯, n) 和 L
n
2, w ( E n) 中任一函数, 作算子 Gn如下

Gn f ( t 1,⋯, tn ) = F
T
∈ R

M

其中F
T如上定义, 称Gn为空间L

n
2, w ( E n) 到R

M 的n

维分段广义正交多项式算子,简记为 Gn。

　　定义 3　 对于函数向量 f ( x ) ∈ R
p
, f i( x ) ∈

L
n
2, w

- ( En ) , f ( x ) 在多维广义正交多项式算子作用

下,其象空间表示为

Gnf ( x ) =

Gn f 1( x )

Gn f 2( x )

�
Gnf p ( x )

( 11)

　　定义4　对于向量矩阵A ( x ) ∈R
p×q, aij ( x ) ∈

L
n
2, w- ( E n) , 在N 段多维广义正交多项式算子作用下,

其象为

G nA ( x ) =

Gna11 ( x ) ⋯ Gna1q( x )

� � �
Gnap1 ( x ) ⋯ Gnap q( x )

( 12)

　　 这样定义的多维分段广义正交多项式算子具

有如下基本性质:

　　性质4　多维分段广义正交多项式算子是一个

线性、连续、有界的算子。

　　 性质 5　 在归一化的分段广义正交多项式系

下,‖Gn‖ = 1。

　　 性质 6　 对于 L
n
2, w ( E n) 空间中的任一函数

f ( t1 ,⋯, tn) ,有如下关系成立

　‖f ( t1 ,⋯, t n)‖L
2
2, w

- ≥‖Gnf ( t 1, ⋯, tn )‖R
M ( 13)

　‖Gn f ( t 1,⋯, tn ) �
-

( t1, ⋯, t n)‖L2
2, w-

=

　‖Gn f ( t 1,⋯, tn )‖RM ( 14)

　　性质 7

lim
m
i
→∞
‖f ( t1 ,⋯, tn) - Gn f ( t1 ,⋯, tn) ×

�
-

( t1, ⋯, t n)‖L2
2, w-

= 0 ( 15)

　　至此, 已将多维分段广义正交多项式算子的定

义、性质作了较全面的概括。

3　多维分段广义正交多项式算子的

运算规则

　　 为使多维分段广义正交多项式算子法成为一

套较完整的分析法, 并将其在控制领域中推广应用,

类似于 Laplace 算子, 需建立一系列建立在严格数

学理论基础上的运算规则。本节给出有关多维分段

广义正交多项式算子的主要运算规则。

　　规则 1(代数运算规则)

　　1) 设 f ( t1 ,⋯, tn) , g( t1 ,⋯, tn) ∈ L
n
2, w ( En ) , k1 ,

k 2∈ R,则有

Gn [ k1 f ( t1 ,⋯, tn) + k2g( t1 ,⋯, tn ) ] =

k 1Gnf ( t1 ,⋯, t n) + k2G ng( t 1,⋯, tn ) ( 16)

　　2) 若 f ( t1 ,⋯, tn) ≡ k ∈ R ,并令

e
T
i = 1, 0, ⋯, 0

m
i

, 1, 0,⋯, 0
m
i

,⋯, 1, 0, ⋯, 0
m
i

∈ R
Nm

i

则有

G n[ f ( t1, ⋯, t n) ] = k[ e
T
1  ⋯  e

T
n ] ( 17)

式中  表示 Kronecker 乘积。

　　规则 2(积分运算规则)

第 4 期 吴 斌等:多维分段广义正交多项式算子及其在分布参数系统辨识中的应用 399



　　1) 正向积分运算

Gn[∫
t
1

t
( 1)
0

⋯∫
t
n

t
( n)
0

f ( t 1,⋯, tn ) dt1⋯dtn] =

[ G nf ( t 1,⋯, tn ) ] [ P F
1
 ⋯  P F

n
] ( 18)

　　2) 反向积分运算

Gn[∫
t
1

t( 1)
f

⋯∫
t
n

t( n)
f

f ( t 1,⋯, tn ) dt1⋯dtn] =

[ Gn f ( t1 ,⋯, tn ) ] [ P B
1
 ⋯  PB

n
] ( 19)

其中 PF
i
和 PB

i
分别为一维分段广义正交多项式算

子的正向和反向积分运算阵,其结构分别为

PF
i
=

P
( i)
1 Q

( i)
1, 2 Q

(i)
1, 3 ⋯ Q

( i)
1, N

0 P
( i)
2 Q

(i)
2, 3 ⋯ Q

( i)
2, N

� � � � �
0 0 0 ⋯ Q

( i)
N - 1, N

0 0 0 ⋯ P
( i)
N

P
( i)
j =

� ( i)
j

b - a
×

-
b0

a0
- a -

1
a0

0 ⋯ 0 0

C1 + D 1 B1 A 1 ⋯ 0 0

� � � � �

D mi- 2 0 0 ⋯ Bmi- 2 A mi- 2

0 0 0 ⋯ Cmi- 1 B mi - 1

Q
( i)
j ,k =

� ( i)
j

b - a

E 0 0 ⋯ 0

E 1 0 ⋯ 0

� � �
Em

i
- 1 0 ⋯ 0

D i = - [ A i�i+ 1( a) + B i�i( a) + C i�i- 1 ( a) ]

E i =∫
b

a
�i( z ) dz ,　i = 0, 1,⋯

其中A i , B i , Ci , ai , bi分别为定义在[ a, b] 上的广义正

交多项式的微分递推系数及代数递推系数, 它们由

所采用的具体正交多项式而定。

　　规则 3(元素乘积运算规则)

Gn[ t 1⋯t n�
-

( t1 ,⋯, t n) ] = H t
1
 ⋯  H t

n

( 20)

式中

　H t
i
= block-diag [ H 1, ⋯, H N ]

　H i =

　

-
b*
i0

a*
i0

1
a*
i0

0 ⋯ 0 0

c*i1
a*
i1

-
b*
i1

a*
i1

1

a*
i1
⋯ 0 0

� � � �

0 0 0 ⋯ -
b*
i ,mi- 2

a*
i , mi- 2

1

a*
i, mi- 2

0 0 0 ⋯
c*i , mi - 1

a*
i ,mi- 1

-
b*
i ,mi- 1

a*
i , mi - 1

( 21)

　　　　　a*
i, j = aj

b - a
� i

,　c *
i, j = cj

　　　　　b*
i, j = aj

at i - bti- 1

� i
+ bj

　　至此, 已将本文所要用到的有关运算规则做了

归纳。因篇幅所限,详细推导过程略去。

4　非线性分布参数系统辨识的二维

PGOPO法

　　 分布参数系统是一类既随时间变化又随空间

变化的无限维系统,其控制问题涉及偏微分方程的

求解,处理起来较集中参数系统更为复杂,因此寻求

新的处理方法是很有意义的。本文就多维分段广义

正交多项式算子法在非线性分布参数系统参数辨识

问题中的应用进行探讨。

　　考虑如下二阶分布参数系统

a
!2
y
k

1 ( x , t)
!t2

+ b
!2
y
k

2 ( x , t)
!x!t + c

!2
y
k

3( x , t)
!x 2 +

d
!2
y
k

4( x , t)
!t + e

!2
y
k

5( x , t )
!x + f y

k
6( x , t) =

u
k

7 ( x , t ) ( 22)

初值条件为

y ( x , 0) = f ( x ) ,　y ( 0, t) = g( t)

!y k2( x , t) / !x � t= 0 = k( x )

!y k1( x , t) / !t� t= 0 = h( x )

!y k3( x , t) / !x � x= 0 = l ( t)

设系统的量测方程为 z ( x , t) = y ( x , t ) + e( x , t) , 待

辨识的参数为 a, b, c , d, e, f 。

　　分别对 x 和 t二次积分后, 式( 22) 转换为

a∫
x

0∫
x

0
[ y

k
1 ( x , t ) - y

k
1 ( x , 0) - t

!y k1

!t � t= 0 ] dxdx +

b∫
x

0∫
t

0
[ y

k
2 ( x , t ) - y

k
2( 0, x ) -

∫
x

0(
!yk1

!t � t= 0) dx ]dxdt + c∫
t

0∫
t

0[
y
k

3( x , t ) -

y
k

3 ( 0, t ) - x
!y k3

!x x= 0
] dtdt +
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　　d∫
x

0∫
x

0∫
t

0
[ y k4 ( x , t ) - y

k
4 ( x , 0) ] dtdxdx +

　　e∫
x

0∫
t

0∫
t

0
[ y k5 ( x , t) - y

k
5( 0, t) ] dtdtdx +

　　f∫
x

0∫
x

0∫
t

0∫
t

0
y
k6( x , t) dtdtdxdx =

　　∫
x

0∫
x

0∫
t

0∫
t

0
u
k7 ( x , t ) dtdtdxdx ( 23)

在二维分段广义正交多项式算子的作用下, 由上式

得

a{G [ y k1] - G[ f k1 ] - G [ th] } ( I  
P

2
Fx ) + b{G[ y k2] - G[ g k

2 ] -

G[ k ] ( I  PFx ) } ( P Ft  PFx +

c{G [ y
k

3 ] - G[ g
k

3] - G[ x l ] } ( P
2
Ft  I ) +

d{G [ yk4 ] - G [ f k4] } ( PFt  P
2
Fx ) +

e{G [ y
k

5 ] - G[ g
k

5] } ( P
2
Ft  P Fx ) +

f {G [ yk6 ] } ( P 2
Ft  P

2
Fx ) ≈

{G[ u
k

7] } ( P
2
Ft  P

2
Fx ) ( 24)

式中PFx 和PFt 分别表示对 x 和 t的一维正向积分运

算阵。显然,在分段广义正交多项式算子的作用下,

偏微分方程( 22) 转换为算子象空间中由代数方程

所描述的系统。此时未知参数的最小二乘估计可表

示为

 = G [ uk7] ( P2
Ft  P

2
Fx ) T T ( T T T ) - 1 ( 25)

上式 中待辨识的 参数有 6 个, 方程 个数为

N 1N 2m1m2。只要选择足够大的分段数和正交基项

数,便可由式( 25) 得到未知参数的最小二乘解。其

中

 = [ a, b, c , d, e, f ]

T =

{G[ y k1] - G [ f k1] - G[ th] } ( I  P
2
Fx )

{G[ y k2] - G[ gk2 ] - G [ k] } ( PFt  PFx )

{ G[ y k3] - G[ gk3] - G [ x l] } ( P 2
Ft  I )

{G[ y k4] - G[ f k4 ] } ( P Ft  P
2
Fx )

{G[ y k5] - G[ gk5 ] } ( P 2
Ft  PFx )

{ G[ y k6] } ( P 2
Ft  P

2
Fx )

5　数值算例分析

　　考虑如下分布参数系统的辨识问题

a
!y ( x , t )

!x + b
!y ( x , t)

!t + cy ( x , t) = u( x , t )

y ( x , 0) = 0,　y ( 0, t) = 0

x ∈ [ 0, 1] ,　t∈ [ 0, 1]

参数a, b, c的真实值分别为 2, 4, 1。在 u( x , t ) = x t

表 1　辨识结果

噪声方差 a b c

0( PGOPO法 N = 2, m = 3) 2. 000 4. 000 1. 000

0( GOPs法, m = 8) 2. 00 4. 00 1. 00

0. 01(PGOPO 法) 1. 982 9 3. 992 6 0. 979 9

0. 04(PGOPO 法) 2. 041 3 3. 948 4 1. 096 0

+ 4x + 2t下得到模拟量测数据,根据本文提出的算

法,辨识结果如表 1所示。其中 GOPs指不分段的一

般正交多项式系。

　　由表 1可以看到, 采用分段广义正交多项式方

法,在存在量测噪声的情况下, 辨识结果较好; 即使

使用较少的分段数和正交基项数, 也能得到较高的

辨识精度。

6　结　　论

　　本文提出了多维分段广义正交多项式及其相应

算子的概念,推导出有关多维分段广义正交多项式

算子的基本性质及其主要运算规则, 从而使正交多

项式分析法能建立在较严格的数学理论基础上, 为

误差分析及收敛性分析打下基础。使用二维分段广

义正交多项式算子,对一类非线性分布参数系统的

参数辨识问题进行研究, 在算子的作用下,将原偏微

分方程所描述的系统转化为算子象空间中关于未知

系数的代数方程所描述的系统。结合最小二乘法, 即

使存在量测噪声, 使用较少的分段数和正交基项数

也能得到较高的辨识精度。
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