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摘　要: 对于一类模糊系统, 首次给出了它们可在紧论域上以任意要求的精度逼近任意 C1函数的构造

性充分条件,同时导出了可用于计算所需模糊规则条数的显式公式。对于多项式函数情形,证明了所给

结果比文献[ 1]中结果保守性要小。
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Abstract: Const ructiv e sufficient condit ions ar e established, under w hich a class o f fuzzy sy st em s can

approx imate any C1 functions to any requir ed accura cy on a com pact domain. Explicit fo rmulas w hich

can be used to calculated the number of needed fuzzy rules are der iv ed simult ancously . F or t he case that

t he C1 functions a re po lynomials, it is also pro ved that our r esults are less conserv ativ e t han the ones in

r efer ence [ 1] .
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1　引　　言

　　目前,模糊逻辑控制器越来越广泛地应用于实

际问题[ 2]。为了保证模糊控制器的成功应用,人们开

始研究模糊系统的逼近性质。文献[ 2]～[ 7]针对不

同类型的模糊系统, 证明了它们在紧致集上可以逼

近任何连续函数, 但所给结果仅仅是存在性的, 而没

有给出在给定精度下计算模糊规则条数的公式, 这

给具体应用带来不便。

在实际问题中, 人们必须把模糊系统构造出来,

而其中首要的问题是必须确定模糊规则的数目。目

前, 唯一的关于规则条数的构造性充分条件是由文

献[ 1]给出的, 但其结果仅是针对多项式直接建

立的。本文对文献[ 2]中定义的一类相当广泛的模糊
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系统进行研究,并建立其逼近任意C
1函数的构造性

充分条件。

2　预备知识

　　定义 1　设 a和 b 为有限实数, 当且仅当 x ∈

( a, b) 时, �( a, b) ( x ) ≠ 0,且0 < �( a, b) ( x ) ≤ 1,则

称 �( a, b) : R → R 为隶数函数。

定义 2　对于函数g ( x
�
) ,其中 x

�
= ( x 1 , x 2 ,⋯,

x m) ∈ U
m � R

m, 当且仅当 �g/ �x i( 1≤ i≤ m) 都连

续时,则称其为 C
1函数。

记模糊系统 S = S ( T′, T , I , T * , �( a, b) ) , 其中
T 和 T′表示 t-范数, T * 表示 t-协范数, I 表示模糊

隐含规则。

1) 单点模糊化: 对于每个 x
� 0

, 有一个定义在论

域U上的模糊集,其隶属函数A′( x� ) 定义为:当 x
� =

x
� 0
时, A′( x

�
) = 1;当 x

�
≠ x

� 0
时, A′( x

�
) = 0。

2) 规则基:由 k 条具有如下形式的模糊规则组

成

If x 1 is A 1j , x 2 is A 2j ,⋯, x m is A mj

Then y is B j , 1≤ j ≤ k

其中, A ij ( x i) = �( a1
ij , a2

ij ) 是 A ij 的隶属函数, B j ( y )

= �( b1
j , b

2
j ) ( y ) 是B j的隶属函数, a

1
ij < a

2
ij ∈R, b

1
j <

b
2
j ∈ R。即当且仅当 A j ( x

� 0
) ≠ 0时, 其中 A j ( x

�
) =

T ( A 1j ( x 1) ,⋯, A mj ( x m) ) ,第 j 条规则才起作用。

3) 模糊推理:对于 x
�
= x

� 0
,则有

B′( y ) = T
*
( B1′( y ) , B2′( y ) , ⋯, Bk′( y ) )

其中

B j′( y ) =
I ( A j ( x

� 0) , B j ( y ) ) ,　A j ( x
� 0 ) ≠ 0

0,　A j ( x
� 0

) = 0

　　4) 去模糊方法: y
0
= S( x

� 0
) ∈ supp( B′) , 其中

supp( B′) 表示模糊集 B′的支撑。

容易看出,当对每个区间[ ci , d i] ( 1≤ i≤ n) 都

进行等分割时,对 S ( x
� 0
) 而言, 唯一没有确定的参数

是模糊规则条数 k。

3　模糊控制器逼近多变量 C
1
函数的

构造性条件

　　考虑定义在紧致集 D = [ c1 , d1] × ⋯× [ cm,

dm] � R
m 上 的 C

1 函 数 g( x
�
)。 令 M

i
g =

max
x
�
∈D

��g( x� ) / �x i� , 1 ≤ i ≤ m, 记 f ( x
�
) =

∑
n

r1+ ⋯+ rm= 0

f r
1
⋯ r

m∏
m

j= 1

x
r
jj ,∑

m

j= 1

r j ≤ n为定义在 D 上的 n

阶多项式函数, 则有

�f ( x� )
�x i

= ∑
n- 1

r 1+ ⋯+ rm= 1, r i≥1

r if r
1
⋯ r

m
x

r
i
- 1

i ×

∏
m

j = 1, j≠i

x
r
jj , 　i = 1, 2,⋯, m

令 f′xi = �f ( x
�
) / �x i ,并记

M
i
f
1 = max

x
�
∈D

� f 1
x
i
�

M
i
f 2 = max

x
�
∈D ∑

n- 1

r
1
+ ⋯+ r

m
= 1, r

i
≥1
r i� f r

1
⋯ r

m
� ×

x
r
1
- 1

i ∏
m

j= 1, j≠i

x
r
jj ,　i = 1, 2,⋯, m

由定义,立即可得如下引理:

引理 1　M
i
f 1 ≤ M

i
f 2, i = 1, 2,⋯, m。

3. 1　S( x
�
) 逼近多变量 C

1
函数的构造性充分条件

定理1　对于任意定义在D = [ c1 , d1] ×⋯×

[ cm, dm] ∈ R
m
上的C

1
函数g ( x

�
) , 以及任意给定的 �

> 0,假设对a≠ 0,有 I ( a, 0) = 0,则当模糊规则条

数 k满足 k≥∏
m

i= 1

[ int (mM
i
g ( d i - ci) / �) + 1] 时, 有

sup
x
�
∈D
�g ( x� ) - S( x

�
) � ≤ �。

证明　只需证明 k= ∏
m

i= 1
[ int (mM

i
g ( d i - ci) / �)

+ 1] 时, 有sup
x
�
∈D

�g( x� ) - S ( x
�
) � ≤ �即可。

对任意的 x
� 1 = ( x 1

1 ,⋯, x 1
m) ∈ D 和 x

� 2 = ( x 2
1 ,

⋯, x
2
m) ∈ D ,若定义 g j = g( x

2
1,⋯, x

2
j ,⋯, x

1
m) , 1≤

j ≤ m - 1, g0 = g( x
� 1) , g m = g( x

� 2) , 则有

�g( x� 1
) - g( x

� 2
) � =

∑
m

j = 1

( g j - 1 - g j ) ≤∑
m

j = 1

� ( g j - 1 - g j ) � ( 1)

　　由g ( x
�
) 是C

1函数及M
j
g ( 1≤ j ≤m ) 和g j ( 0≤

j ≤ m) 的定义,可得

�g( x� 1 ) - g( x� 2 ) � ≤∑
m

j= 1

M
j
g�x 1

j - x
2
j � ( 2)

　　令 k i = int (mM i1( d i - ci) / �+ 1) , 1≤ i≤ m,

则 k = ∏
m

i= 1

ki。对每个 1≤ i≤ m,将[ ci, d i ] 等分成 ki

个子区间[ c i + ( j - 1) ( d i - ci ) / ki, ci + j ( d i -

c i) / ki ] , 1≤ j ≤ ki, 则 ci + ( 2j - 1) ( d i - ci ) / 2ki 是

[ ci + ( j - 1) ( d i - ci ) / ki, c i + j ( d i - ci ) / ki] 的中

心点。令 aij = c i + ( 2j - 1) ( d i - ci ) / 2ki , 1≤ j ≤

k i, 1≤ i≤ m,对任给的�> 0,可定义如下一组开集

Oij = ( aij -
�

2mM
i
g
, aij +

�
2mM

i
g
)

416 控　　制　　与　　决　　策 第 17 卷



1≤ j ≤ ki ,　1≤ i≤ m

容易推得

　[ ci, d i ] =

∪
k
i

j = 1
[ ci +

( j - 1) ( d i - ci)

ki
, ci +

j ( d i - ci )

ki ] �

∪
k
i

j = 1

Oij ,　i ≤ i≤ m

由此可知 D � ∪
k
1

j= 1
O1j × ⋯ × ∪

k
m

j= 1
Omj 。定义

∏
m

i= 1

ki 个 R
m 的开集为 Oh

1
⋯ h

m
= O 1h

1
×⋯× Omh

m
, 1

≤ hj ≤ kj , 1≤ j ≤m,显然有D � ∪
k
1

j= 1
O 1j ×⋯×

∪
k
m

j = 1
Omj = ∪Oh1⋯ hm ,其中 ∪

1≤h
j
≤k

j
, 1≤j≤m

O h1⋯ hm 表示

所有Oh1⋯ hm的并。记Oh 1⋯ hm 的中心为a
 
h1⋯ hm = ( a1h1,

⋯, amh
m
)。

第 2节定义的模糊系统中的隶属函数为

A j k
j
= �( aj hj -

�
2mM

j
g
, aj h

j
+

�
2mM

j
g
) ( x j )

1≤ h j ≤ kj , 　1≤ j ≤ m

Bh
1
⋯ h

m
( y ) =

�( g( a h
1
⋯ h

m
) - �/ 2, g( a h

1
⋯ h

m
) + �/ 2) ( y )

1≤ h j ≤ kj , 　1≤ j ≤ m

　　 对于每个 x
� 0
∈ D , 总有 y

0
= S ( x

� 0
) ∈

supp( B′) , 从 而 有 B′( y
0
) > 0, 即 B′( y

0
) =

T
* ( B′h

1
⋯ h

m
( y 0) ) > 0, 1≤h j ≤ kj , 1≤ j ≤m。因此

存在h
0
j ,使得B′h0

1
⋯ h

0
m
( y

0
) > 0, 1≤h

0
j ≤ k j , 1≤ j ≤

m。

现在证明 �g ( x� 0) - S( x� 0) � < �。B′h0
1
⋯ h0

m
( y 0) >

0 意味着 A h0
1
⋯ h0

m
( x
� 0) = T ( A 1h0

1
( x 0

1) , ⋯, A mh0
m
( x 0

m) )

> 0。由此及 A j h
j
( x j ) 的定义,可以保证 x

� 0∈ Oh0
1
⋯ h0

m

� D ,因此利用式( 2) 可推得

�g( x� 0) - g( a
 
h
0
1
- h

0
m
) � ≤

∑
m

i= 1

M
i
g�x 0

i - aih0
i
� < ∑

m

i= 1

M
i
g
�

2mM
i
g
=
�
2

( 3)

　　 另 一 方 面, B′h0
1
⋯ h

0
m
( y 0 ) > 0 意 味 着

Bh
0
1
⋯ h

0
m
( S ( x

� 0
) ) > 0,由定义立即可得

�g ( a h0
1
⋯ h0

m
) - S ( x� 0 ) � < �/ 2 ( 4)

利用式( 3) 和( 4) ,可得

�g( x� 0
) - S( x

� 0
) � ≤

�g( x� 0
) - g( a

 
h
0
1
⋯ h

0
m
) � + �g( a h0

1
⋯ h

0
m
) - S ( x

� 0
) � <

�/ 2 + �/ 2 = �
由于上式对每个x

� 0
∈D均成立,于是有sup

x
�
∈D
�g ( x� ) -

S ( x� ) �≤ �。定理得证。□
由定理 1知,对于给定的逼近精度 �> 0, 模糊

控制器S ( x
� 0

) 逼近给定C
1
函数 g( x

�
) 需要的模糊规

则条数为

k = ∏
m

i= 1

[ int (mM
i
g ( d i - c i) / �) + 1] ( 5)

　　注1　定理1首次直接针对多变量C
1函数给出

了构造性充分条件,并建立了逼近精度与模糊规则

条数之间的关系。

多项式 f ( x
�
) 是特殊的 C

1
函数, 因此下述推论

显然成立。

推论 1　 对任意定义在 D = [ c1, d 1] ×⋯ ×

[ cm, dm] � R
m
上的多项式函数 f ( x

�
) ,以及任意给定

的 �> 0,假设对a≠ 0,有 I ( a, 0) = 0,则当模糊规

则条数 k 满足 k ≥∏
m

i= 1
[ int (mM

i
f
1 ( d i - ci) / �) + 1]

时,有sup
x
�
∈D
�g ( x� ) - S ( x

�
) � ≤ �。

对于不确知的多变量函数, 也可给出所需规则

条数的一个估计。

推论2　对定义在D = [ c1 , d1 ]×⋯× [ cm, dm]

� R
m
上的未知函数g( x

�
) ,以及任意给定的�> 0, 假

设对 a≠ 0, 有 I ( a, 0) = 0,且已知正常数 M
i
gu , 1≤

i≤m,使得 ��g/ �x i �≤M
i
gu , 1≤ i≤m, 则当 k≥ k

*
um

= ∏
m

i= 1
[ int (mM

i
gu( d i - ci) / �) + 1] 时,有sup

x
�
∈D
�g ( x� )

- S( x
�
) � ≤ �。

3. 2　模糊规则数量的比较

当要逼近的函数为多变量多项式函数时, 本文

推论1和文献[ 1] 都直接给出了构造性充分条件。现

将针对定义在 D = [ - 1, 1] ×⋯× [ - 1, 1] 的同

一多项式函数

f ( x� ) = ∑
n

r
1
+ ⋯+ r

m
= 0

f r
1
,⋯, r

m∏
m

j = 1

x
r
jj ∑

m

j = 1

r j ≤ n

进行比较。

由推论 1知,对于给定的逼近精度 �> 0, 模糊

控制器S ( x
� 0 ) 逼近给定的多项式函数需要的模糊规

则条数为

k
mul
f 1 = ∏

m

i= 1

[ int (mM
i
f 1/ �) + 1] ( 6)

其中
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M
i
f
1 = max

x
�
∈[ - 1, 1]×⋯×[ - 1, 1]

� f ′x
i
� ,　1≤ i ≤ m

　　利用文献[ 1] 中的充分条件不能直接计算出模

糊控制器所需的模糊规则条数, 而必须进行一次以

上的检验。由文献[ 1] 中的充分条件,需要首先计算

k
mul
f
2 = [ 2int (mM f

2/ �) + 3]
m

( 7)

其中M f 2 = ∑
m

i= 1
M

i
f 2 ,而

M
i
f 2 = ∑

n- 1

r
1
+ ⋯+ r

m
= 1, r

i
≥1

r i � f r
1
,⋯,r

m
�

i = 1, 2, ⋯, m

　　然后根据文献[ 1] 中提供的检验关系式进行检

验, 若检验关系式满足, 则模糊规则条数即为 k
mul
f
2 ;

若不满足,则将 k
mul
f
2 增加1。重复以上过程, 直到检验

关系式满足为止。若记由文献[ 1] 中充分条件计算

出的模糊规则条数为 k
*
f 2 ,则由以上分析,显然有 k

mul
f 2

≤ k
*
f
2
。

对 k
mul
f 1 与 k

*
f 2 进行比较,可得如下定理:

定理 2　对 k
mul
f 1 , kmul

f 2 及 k
*
f 2 ,有 k

mul
f 1 < k

mu l
f 2 ≤ k

*
f
2
。

证明　由

k
mul
f 1 = ∏

m

i= 1

int (
2mM

i
f 1 + �
� ) ≤

∏
m

i= 1

2mM
i
f 1 + �
� = (

2
� )

m

m
m

∏
m

i= 1
(M

i
f 1 +

�
2m ) ( 8)

k
mul
f 2 = [ 2int (

M f 2

� ) + 3]
m

>

(
2M f

2

� + 1)
m

= (
2
�)

m

(M f 2 +
�
2 )

m

( 9)

令M′2 = ∑
m

i= 1
M

i
f
1 +
�
2
= ∑

m

i= 1
(M

i
f
1 +

�
2m) , 则由引理

1得

M′2 = M f 2 + �/ 2 ( 10)

由于M
i
f
1 +

�
2m

> 0, i = 1, 2,⋯, m ,显然可得

∏
m

i= 1
(M

i
f
1 +

�
2m ) ≤ [

∑
m

i= 1
(M

i
f
1 +

�
2m )

m ]

m

= [
M′2
m ]

m

由上式及式( 10) 有

m
m

∏
m

i= 1
(M

i
f
1 +

�
2m ) ≤ (M′2)

m
≤ (M f

2 +
�
2 )

m

( 11)

则由式( 8) , ( 9) 和( 11) 可得 k
mul
f 1 < f

mul
f 2 。□

注 2　从定理 2可以看出, 对于多变量函数情

形,由本文充分条件给出的模糊规则条数比文献[ 1]

中充分条件给出的模糊规则条数要少, 因此本文结

果比[ 1] 中结果保守性要小。另外, 利用本文充分条

件导出的模糊规则条数式( 5) ,可直接计算出所需的

模糊规则的数目, 而文献[ 1] 中给出的公式,要进行

至少一次以上的检验才能确定所需的模糊规则的数

目。

4　结　　论

　　本文通过采用与文献[ 1]不同的方法,得到以下

主要结果: 1) 首次针对一类模糊系统,直接给出了

它们逼近任意 C
1函数的构造性充分条件; 2) 给出

了计算模糊规则条数的显式公式,该公式直接建立

了逼近精度与模糊规则条数之间的关系; 3) 在逼近

同一多项式函数时, 可以证明,由本文公式计算得到

的规则条数比用文献[ 1]中公式得到的规则条数要

少得多。另外,寻找具有更小保守性的构造性充分条

件,还有待于进一步研究。
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