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基于级差格式的灰色L og ist ic模型
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摘　要: 结合贫信息状态下的单因子研究对象,阐述了灰色模型的级差格式。利用背景函数为非齐次指

数函数的精确级差格式,按理想状态时的绝对误差及相对误差建立了一种新型灰色 L ogist ic模型,并给

出了计算方法。该模型计算简便,带有理想状态的误差数据接近均匀地分布于模型曲线两侧。计算实例

表明该模型具有良好的拟合效果和预测效果。
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Gray L og istic m odel based on grade d ifference format
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Abstract: T he grade difference fo rm at of the gray model is illum inated inco rpo rating the investigated

ob ject w ith single facto r of poo r info rm ation. Based on a p recision grade difference fo rm at, w ho se

background function is inhomogeneous exponen tia l, a new gray L ogist ic model is set up acco rding to

criteria of abso lu te and rela t ive erro rs under ideal situation. T he model is easier to so lve. D ata w ith

ideal erro rs almo st distribu te homogeneously on bo th sides of the model curve. T he actual examp les

show that the fit t ing and fo recast ing effects of the models are rather sat isfacto ry.
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1　引　　言

　　灰色系统理论[1, 2 ]于 1982年问世。在 20年的发

展历程中,无论理论研究还是应用研究,都取得了很

大的进展。灰色系统理论中应用最为广泛的灰色模

型是 GM (1, 1)模型[3 ]。它是基于“贫”信息状况,在

时序累加生成层次上用微分拟合法建立的一阶单变

量常系数微分方程,旨在描述一个环境相对不变的

广义能量系统, 因而成为适用于预测的灰色模型。

GM (1, 1)模型获得了广泛应用,并且取得了大量的

成果。然而预测实践表明,用GM (1, 1)进行预测,有

时效果甚佳,有时却出现很大偏差,甚至完全失效。

进一步分析研究发现, GM (1, 1)存在着指数型发散

误差源,响应函数指数系数越大,则误差越大。对于

这类问题, SCGM (1, h )系统云灰色模型[4～ 6 ]已基本

上予以解决,并基于此建立了灰色动态建模系统。

　　近期, 作者从数学机理上对GM (1, 1)做了深
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入研究 , 并基于绝对误差和相对误差提出了

GM p (1, 1) 优化模型; 基于绝对误差给出了背景函

数为 x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c 的灰色模型 (称为 É

型) , 该模型考虑了原始数据具有一定的误差, 进而

导出灰色Gomp ertz模型。本文则考虑原始数据具有

一定的相对误差, 得到了该背景函数的另一灰色模

型 (称为Ê 型) ;基于É 型和Ê 型,导出了新型灰色

L ogist ic 模型; 最后举例说明该模型不仅具有良好

的拟合效果, 而且具有良好的预测效果。与文献 [ 7 ]

以复杂的人口最优控制数值模拟算法求得的结果相

比,本文的计算更为简捷,并且结果也更优。

2　灰色模型的级差格式

　　在此只考虑单因子研究对象,获得的少量离散

数据序列记为

x
(0) = {x

(0) (k ) ûx
(0) (k ) ≥ 0, k = 1, 2,⋯, n} (1)

本文中的 a , b, c均与 x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c中的 a ,

b, c一致。

　　定义 1　称式 (1) 中非负时间数据序列为原始

序列,若对 x
(0) 进行累加生成运算 (A GO ) ,得到

　x
(1) = {x

(1) (k ) ûx
(1) (k ) ≥ 0, k = 1, 2,⋯, n} (2)

其中　　x
(1) (k ) = A GO x

(0) (k ) = ∑
k

m = 1

x
(0) (m )

则称 x
(1) 为累加生成序列。

　　定义 2　对式 (2) 中 x
(1) 进行趋势关联分析[5 ] ,

若辨明 x
(1) 隐含指数型时序,则称

x
(1) (k + 1) - x

(1) (k )≈ f (x
(1) , a , c) (3)

为级差格式。

　　定义 3　称

x
(1) (k + 1) - x

(1) (k ) = f (x
(1) , a , c) (4)

为精确级差格式;若 f 还与另一参数 p 有关,且当 p

→∞时,式 (3) 精确成立,则称式 (3) 为渐近精确级

差格式。

　　定义 4　称

f (x
(1) , a , c) = ∑

n

i= 1
f i (a) x

(1) ( i) + ∑
n

i= 1
g i (c) x

(1) ( i)

(5)

为线形级差格式,否则称为非线形级差格式。

3　灰色L og istic模型

　　 定理 1　 若式 (1) 中 x
(0) 隐含非齐次指数型

x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c时序,则作如下数据处理

x =

x
(0) (2)

x
(0) (3)

�
x

(0) (n)

,　A =

a1

a2

a3

= (<T <) - 1<T x

< =

- x
(1) (1) 1 1

- x
(1) (2) 2 1

� � �
- x

(1) (n - 1) n - 1 1

其中, a = - ln (1 + a1) , a2 = a1c, a3 = b + c。微分方

程 x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c的精确级差格式 (称为前级

差格式) 为

x
(1) (k + 1) - x

(1) (k ) =

- (1 - e- a) x
(1) (k ) + (1 - e- a) ck + b + c

即

x
(0) (k + 1) = a1x

(1) (k ) + a2k + a3 (6)

　　 定理 2　 若式 (1) 中 x
(0) 隐含非齐次指数型

x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c时序,则作如下数据处理

x =

x
(0) (2)

x
(0) (3)

�
x

(0) (n)

,　A ′=

a′1

a′2

a′3

= (<′T <′) - 1<′T x

<′=

- x
(1) (2) 1 1

- x
(1) (3) 2 1

� � �
- x

(1) (n) n - 1 1

微分方程 x
(0) ( t) 的后级差格式为

x
(1) (k + 1) - x

(1) (k ) =

(1 - ea) x
(1) (k + 1) - (1 - ea) ck - b - c

即

x
(0) (k + 1) = a′1x

(1) (k + 1) + a′2k + a′3 (7)

其中, a = ln (1 - a′1) , a′2 = a′1c, a′3 = - b - c。

　　推论 1　条件如定理 1 和定理 2, 对任意 Α∈

R,序列 x
(0) 的精确级差格式为

x
(0) (k + 1) =

(1 - Α) a1x
(1) (k ) + Αa′1x

(1) (k + 1) +

( (1 - Α) a2 + Αa′2) k + (1 - Α) a3 + Αa′3 =

- (1 - Α) (1 - e- a) x
(1) (k ) + Α(1 -

ea) x
(1) (k + 1) + c (1 - e- a) (eaΑ+

1 - Α) k + (b + c) (1 - 2Α) (8)

　　定理 3　条件如定理 1 和定理 2, 对任意 Α∈

R,背景函数为 x
(0) ( t) = be- a ( t- 1) + c的精确级差格

式为

　x
(0) (k ) =
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　　 - (1 - Α) (e2a - ea) x
(1) (k + 1) +

　　Α(1 - ea) x
(1) (k ) + c (ea - 1) (ea -

　　eaΑ+ Α) k + c + b (Α- e2a (1 - Α) ) =

　　p 1x
(1) (k ) + p 2x

(1) (k + 1) + p 3k + p 4 (9)

　　　　

p 1 = Α(1 - ea)

p 2 = - (1 - Α) (e2a - ea)

p 3 = c (ea - 1) (ea - eaΑ+ Α)

p 4 = c + b (Α- e2a (1 - Α) )

(10)

或

x
(0) (k + 1) =

(1 - Α) (e- 2a - e- a) x
(1) (k - 1) + Α(e- a -

1) x
(1) (k ) - (e- a - 1) (e- aΑ+ Α- e- a) ck +

Α(b + c) + (1 - Α) e- a (b + ce- a) =

p 1x
(1) (k - 1) + p 2x

(1) (k ) + p 3k + p 4 (11)

　　

p 1 = - (1 - Α) (e- 2a - e- a)

p 2 = Α(1 - e- a)

p 3 = - (e- a - 1) (e- aΑ+ Α- e- a) c

p 4 = Α(b + c) + (1 - Α) e- a

(12)

　　定理 3 是在没有考虑误差的情况下得出的结

论。对于满足指数率且带有一绝对误差或一相对误

差的非负时间数据序列, 考虑理想状态下的相对误

差 (即相对误差为 Ε, - Ε,⋯) ,针对式 (9) 和 (10) 给

出两个性质。对于式 (11) 和 (12) ,也有同样的性质。

　　设时间数据序列

x
(0) = {x

(0) (1) , x
(0) (2) ,⋯, x

(0) (n) } =

{ (b + c) (1 + Ε) , (be- a + c) (1 - Ε) ,⋯,

(be- a (k+ 1) + c) (1 + (- 1) k- 1Ε) ,⋯,

(be- (n- 1) a + c) (1 + (- 1) n- 1Ε) } (13)

为使模型函数中的 a 与原数据中的 a 一致,对式 (9)

进行改造,得

x
(0) (k ) = p 1x

(1) (k ) + p 2x
(1) (k + 1) +

p 3k + p 4f (k ) + p 5 (14)

其中 f (k ) = (1 + (- 1) k- 1) ö2。

　　定理 4　对于时间数据序列 (13) , 其中 Ε为任
意非零实数,对数据序列 x

(0) 利用式 (14) 的最小二

乘解,可得 x
(0) (k ) 的函数表达式 x

δ(0) (k ) = b″e- a (k- 1)

+ c″。

　　证明　由式 (14) 知,为了求解 a ,需求方程组
x (1) (1) x (1) (2) 1 1 1

x (1) (2) x (1) (3) 2 0 1

� � � � �

x (1) (n - 1) x (1) (n) n - 1 f (n - 1) 1

×

　　

p 1

p 2

p 3

p 4

=

x
(0) (1)

x
(0) (2)

�
x

(0) (n - 1)

的最小二乘解。只要取

p 1 = 1,　p 2 = - e2a

p 3 = c (e2a - 1) ,　p 4 = Ε

p 5 = c (e2a + 1) + (b + c +

　　 (be- a + c) ) e2a (1 + Ε)

直接验证这样的 p 1, p 2, p 3, p 4 是方程组的最小二乘

解即可。□

　　根据定理 3和定理 4,可得如下灰色L ogist ic模

型:

　　令原始数据为 y
(0) , y

(0) ( i) > 0, i = 1, 2,⋯, n ,

对于 y
(0) 采用倒数变换进行生成处理,即令

x
(0) ( i) =

1
y

(0) ( i)
,　i = 1, 2,⋯, n (15)

对序列 x
(0) = (x

(0) (1) , x
(0) (2) ,⋯, x

(0) (n) ) 进行如

下处理

x
(0) (k ) - 2x

(1) (k ) =

p 2 (x
(1) (k ) + x

(1) (k + 1) ) + p 3k + p 4 (16)

其中 p 2 = - ea。或

x
(0) (k ) - x

(1) (k ) =

p 2x
(1) (k + 1) + p 3k + p 4f (k ) + p 5 (17)

其中, p 2 = - e2a , f (k ) 如上定义。

　　灰色L ogist ic模型的计算方法如下:

　　1) 对原始数据 y
(0) 采用倒数变换进行生成处

理,即有式 (15) 成立;

　　2) 对于具有绝对误差的原数据序列 x
(0) =

{x
(0) (1) , x

(0) (2) ,⋯, x
(0) (n) },一般利用下列方程组

的最小二乘解

x
(1) (2) + x

(1) (3) 2 1

x
(1) (3) + x

(1) (4) 3 1

� � �
x

(1) (n - 1) + x
(1) (n) n - 1 1

p 2

p 3

p 4

=

x
(0) (2)

x
(0) (3)

�
x

(0) (n - 1)

- 2

x
(1) (2)

x
(1) (3)

�
x

(1) (n - 1)

p 2, p 3, p 4 及 p 2 = - ea ,解得参数 a ,称为 É 型法;

　　3) 对于具有相对误差的原数据序列 x
(0) =

{x
(0) (1) , x

(0) (2) ,⋯, x
(0) (n) },一般利用下列方程组

的最小二乘解

556 控　　制　　与　　决　　策 第 17 卷



x
(1) (3) 2 1 1

x
(1) (4) 3 0 1

� � � �
x

(1) (n) n - 1 f (n - 1) 1

p 2

p 3

p 4

p 5

=

x
(0) (2)

x
(0) (3)

�
x

(0) (n - 1)

-

x
(1) (2)

x
(1) (3)

�
x

(1) (n - 1)

p 2, p 3 及 p 2 = - e2a ,解得参数 a ,称为 Ê 型法;

　　4) 利用 x
(0) (k ) = be- ak + c,通过线性拟合得到

参数 b和 c,从而得还原模型为

yδ(0) (k ) =
1

c + be- ak

　　灰色L ogist ic模型具有以下特点:

　　1) 该模型具有精确级差格式;

　　2) 该级差格式与 x
(1) (k ) 和 x

(1) (k + 1) 或

x
(1) (k - 1) 和 x

(1) (k ) 相关,从而更有利于信息的综

合利用;

　　3) x
(0) (k + 1) 的级差格式可表达为关于 x

(1) (k

- 1) 和 x
(1) (k + 1) 的关系,为求解参数 a需要解 3

次方程,计算量增大;

　　4) 通过大量的实验发现,该模型具有较强的抗

干扰性。

4　计算实例

　　例 1　 根据《中国电子工业年鉴》[8 ] , 1991～

1998年我国电子器件产品产值 (亿元) 分别为

x 3
1 = {886, 1 087, 1 396, 1 862,

2 471, 3 042, 4 001, 5 482}

现利用 1997年以前的数据, 对 1998年的产值进行

预测。选用 GM p (1, 1) 模型和灰色 L ogist ic 模型Ê

求得模型值,结果如表 1所示 (由于经济数据带有相

对误差,故略去灰色L ogist ic模型 É 计算结果)。

　　GM p (1, 1) 模型

xδ(0) (k ) = 111. 955e0. 245 749 (k - 1) ,　k = 1, 2,⋯

　　灰色L ogist ic模型 Ê
xδ( t) =

1
4. 642 88× 10- 4 + 1. 187 65× 10- 2e- 0. 284 505t

t = 1, 2,⋯

　　GM p (1, 1) 模型和灰色L ogist ic模型Ê 的残差
平方和分别为 1 174. 9和 931. 022,灰色L ogist ic模

型 É 残差平方和为 1 126. 61, GM (1, 1) 模型最差。

调用M athm atic 4. 0的非线形回归,迭代 30 000次

和 300次的结果,残差平方和都在 10万以上。

　　例 2[7 ]　表 2是河北省某县 1950～ 1990年的

人口数据。其中, 1950～ 1982年的数据作为历史数

据,样本容量为 33, 1983～ 1990年的数据留作预测

检验。

　　利用各模型所得模型值如下:

　　直线方程

Nδ ( t) = 1 000 (218. 612 + 7. 240t) ,　t = 1, 2,⋯

　　指数模型

N
δ ( t) = 1 000 (3 733. 703 - 3 501. 911e0. 001 99 ( t- 1) )

t = 1, 2,⋯

　　GM (1, 1) 模型

Nδ(1) ( t) =

1 000 (- 11 533. 254 + 11 765. 064e0. 020 7 ( t- 1) )

t = 1, 2,⋯

　　L ogist ic模型

Nδ ( t) =
594 556

1 + 1. 565e- 0. 049 2 ( t- 1) ,　t = 1, 2,⋯

　　Gom pertz模型
表 1　GM p (1, 1) 和灰色L og isticÊ 所求模型值

i x (0) ( i)
模型值 xδ(1) ( i)

GM p (1, 1) 灰色L ogisticÊ

残差 x (0) ( i) - xδ(0) ( i)

GM p (1, 1) 灰色L ogisticÊ

残差百分比

100 (x (0) ( i) - xδ(0) ( i) ) öx (0) ( i)

1 112 111. 955 106. 383 0. 045 5. 617 0. 04 5. 015

2 128 143. 143 139. 133 - 15. 143 - 11. 133 - 11. 83 - 8. 697

3 170 183. 020 181. 072 - 13. 020 - 11. 072 - 7. 66 - 6. 051

4 257 234. 005 234. 185 22. 995 22. 815 8. 95 8. 878

5 312 299. 194 300. 503 12. 806 11. 497 4. 10 3. 685

6 382 382. 543 381. 866 - 0. 543 0. 134 - 0. 14 0. 035

7 480 489. 112 479. 558 - 9. 112 0. 442 - 1. 90 0. 092

8 597 625. 3683 593. 8663 - 28. 3683 3. 1343 - 4. 753 0. 5253

　　　　　　　　注:表中 3 为预测值
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N
δ ( t) = 741. 342exp (- 1. 162 5e- 0. 026 2t)

t = 0, 1,⋯

　　灰色L ogist ic模型

Nδ ( t) =

1
1. 767 13× 10- 6 + 2. 905 45× 10- 6e- 0. 055 313 6t

t = 1, 2,⋯

　　各模型求得结果的比较如表 3所示。

　　　表 2　1950～ 1990年的人口数据　　　人

t N ( t) t N ( t) t N ( t)

1950

1951

1952

1953

1954

1955

1956

1957

1958

1959

1960

1961

1962

1963

231 810

232 107

235 449

242 362

246 615

257 588

264 829

273 711

279 202

287 503

292 839

298 789

305 237

317 932

1964

1965

1966

1967

1968

1969

1970

1971

1972

1973

1974

1975

1976

1977

328 545

339 847

348 972

353 676

364 583

372 786

380 764

388 417

396 651

403 116

407 792

412 115

415 181

416 238

1978

1979

1980

1981

1982

1983

1984

1985

1986

1987

1988

1989

1990

419 129

423 890

428 243

443 402

448 052

450 995

454 506

458 915

465 920

470 047

474 289

479 409

484 316

表 3　各模型求得结果的比较 ◊

模　　型
不　加　权

拟合误差 预测误差

加　　权

拟合误差 预测误差

直线方程 2. 04 4. 58 2. 35 3. 89

指数模型 2. 69 2. 12 3. 05 1. 51

GM (1, 1) 3. 58 9. 69 4. 57 7. 31

L ogistic 2. 60 0. 80 3. 23 0. 43

Gompertz 2. 64 1. 39 3. 32 0. 89

灰色L ogistic 1. 42 0. 317 — —

　　由表 3的比较结果可以看出:

　　1) 灰色L ogist ic 模型不仅具有最好的拟合误

差,而且具有良好的预测效果;

　　2) L ogist ic模型采用复杂的人口最优控制数值

模拟算法进行求解,计算量大,而灰色Logist ic模型

计算简单、快速;

　　3) 灰色L ogistic模型不加权,但拟合误差和预

测误差均优于其它模型加权的结果, 且加权因子的

选取存在一定的人为因素。
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